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Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K (char(K) # 2).
Zusammen mit einer bilinearen, schiefsymmetrischen Abbildung p=1[, |: V xV =V,
die die Jacobi-Identitat erfiillt, namlich

[‘7:7 [y7 Z]] + [Z7 [3"7 y]] + [y7 [Z7 l']] =0 Vz,y,2€V

wird V' zu einer Lie-Algebra g = (V, ) iiber K. Die Klasse aller n — dimensionalen
Lie-Algebren soll im folgenden mit L, (K) bezeichnet werden.

Ist nun g eine endlich-dimensionale Lie-Algebra iiber K mit Basis {ej,...,e,} , dann
ist die Multiplikationstafel von g durch die Lie-Klammern [e;,e;] gegeben:

n
[ei,ej] = E Cijk€k mit Cijk € K.
k=1

Die c¢;j5 werden Strukturkonstanten von g bzgl. {ei,...,e,} genannt. Die Klasse aller
{cijr} Dbildet den sogenannten Strukturtensor.

Eine Lie-Algebra kann jetzt auch durch die folgenden Gleichungen definiert werden:
(Z) Ciik =0 und Cijk = —Cjik Vi,j,kZ 1,...,n

.. n .
(%) > 1 m=1(CijiCtem + CjkiClim + CritCijm) =0 ¥V 4,4,k I,m=1,...,n

Die Strukturtensoren stehen also in 1-1-Korrespondenz mit entsprec?enden Lie-Algebren.
Mit Hilfe dieser Identifikation kann L,(K) als Teilmenge des K™ angesehen werden.

Definiert wird £,,(K) (nach (i),(ii)) durch "36_ ™ algebraische Gleichungen.

Eine abgeschlossene Teilmenge des affinen n — Raumes A%, der aus den n — Tupeln
von Elementen aus K besteht, bezeichnet man als affin algebraische Varietat. Dabei liegt
die Zariskitopologie auf A% zugrunde (vgl. Kap. 1.3, Seite 4).

L, (K) bildet eine affin algebraische Varietat, auf der die Gruppe GL,(K) vermoge ” x”
operiert:
x: GL,(K) X L,(K) — L,(K)

1

(9% p)(z,y):=g(ulg" 'z, g7 'y)) Va,yeV



Somit ist der Orbit aller zu einer Lie-Algebra g isomorphen Lie-Algebren folgendermaflen
definiert:

O(g) :=={G+g |G € GLy(K)}

Als affin algebraische Varietdt ist L£,(K) mit der Zariskitopologie versehen, ist also ein
topologischer Raum. Beziiglich der Zariskitopologie kann man jetzt Orbitabschliisse von
Lie-Algebren betrachten. Im Fall, da} der zugrundeliegende Korper C ist, stimmt dieser
Zariski-Abschlufl mit dem Abschluf}, der bzgl. der feineren euklidischen Topologie gebildet
wird, iberein (vgl. Kapitel 5.1). Der Orbitabschlu8 zu einer n — dimensionalen Lie-
Algebra ist Vereinigung von (u.U. iiberabzdhlbar vielen) Orbiten n — dimensionaler Lie-
Algebren. Man bezeichnet die OrbitabschluBpunkte zu einer gegebenen Lie-Algebra g als
Degenerationen eben dieser Lie-Algebra g.

Die Klassifikation der Lie-Algebren in L, (K) ist eine Voraussetzung, wenn man alle
Orbiten der Dimension n untersuchen mochte. Damit ergibt sich schon das erste Problem.
Zwar sind alle einfachen und halbeinfachen Lie-Algebren klassifiziert, desweiteren lassen
sich nicht auflosbare auf ein semidirektes Produkt des Radikals mit einer halbeinfachen
zuriickfithren (vgl. Kapitel 2), aber fiir auflésbare und nilpotente sind Klassifikationslisten
nur in kleinen Dimensionen bekannt. Gerade bei auflosbaren Lie-Algebren existieren
Klassifikationen schon ab Dimension 4 im wesentlichen nur noch iiber dem Grundkérper
K = R (und das auch nur bis einschliefilich Dimension 6), nicht aber iiber C. Viele
Listen sind unvollstindig oder mit Fehlern behaftet. Fiir die vorliegende Arbeit wurde
die allgemeine Liste aller 4-dimensionalen Lie-Algebren iiber F,, R und C aus [ Patl |
benutzt. Diese Liste stellt die jeweiligen Isomorphieklassen in einer sehr iibersichtlichen
und angenehmen Basiswahl dar. Leider treten hier kleinere Fehler auf, so dafi aufgrund
von Isomorphie-Rechnungen und Vergleich der in [ Mub | veréffentlichten Liste tiber R,
eine Klassifikation komplexer 4-dimensionaler Lie-Algebren aufgestellt wird (vgl. Kapitel
3.3). Es wird dabei angenommen, daf§ die in [ Mub | verdffentlichte Klassifikation fehlerfrei
ist. Man findet in der entstehenden Klassifikation 4-dimensionaler, komplexer Lie-Algebren
bis auf Isomorphie 3 nilpotente Lie-Algebren der Dimension 4 iiber C (ndmlich ng4, n3 ®
C, C*); mit Ausnahme von sl @ C sind alle auflésbar, und es gibt keine einfachen bzw.
halbeinfachen Lie-Algebren der Dimension 4 iiber C.

Es stellt sich nun die Frage, was man iiber den Orbitabschlufl einer gegebenen Lie-Algebra
g € L,(K) aussagen kann. Welche Punkte liegen im Rand, wann ist der Orbit offen, wann
abgeschlossen? Im allgemeinen ist die Frage nach dem Zariski-Abschlufl recht schwierig
zu beantworten. Auch sind bislang nur vereinzelt oder in sehr speziellen Fallen diese
Abschliisse untersucht worden. In dieser Arbeit soll eine vollstindige Bestimmung der
Orbitabschliisse aller 3- und 4- dimensionalen komplexen Lie-Algebren vorgestellt werden
(siehe unten).

Wie kann man nun also entscheiden, welche Lie-Algebren bzw. welche Orbiten im Abschlufl
einer gegebenen Lie-Algebra g liegen? Da die Orbiten wegzusammenhéngend sind, liegt
mit einer Lie-Algebra auch ihr ganzer Orbit im Abschluff von O(g). Dadurch macht
diese Untersuchung erst Sinn, denn so sind Degenerationen basiswahlunabhangig. Um
nun obige Frage beantworten zu konnen, habe ich Isomorphie-Invarianten gesucht, die



"mitdegenerieren”, d.h. nach solchen, iiber die eine Aussage getroffen werden kann, wie
sie sich im Orbitabschlufl verhalten. Es ist durchaus nicht richtig, dafl alle Isomorphie-
Invarianten "mitdegenerieren”. Fir einige Invarianten kann iiberhaupt kein Verhalten
vorausgesagt werden (vgl. Kap. 6.1). Desweiteren bleiben natiirlich Zariskigleichungen
im Abschlufl bestehen; diese sind vollstindig (in einer gegebenen Dimension n ) aber in
der Regel nicht leicht zu bestimmen. Bei der Suche nach derartigen Invarianten habe ich
unter anderem die Spur generischer ad-Elemente untersucht bzw. ihre Produkte:

Dabei bezeichne ad die adjungierte Darstellung:

Sei g eine Lie-Algebra, die durch die Struktur u = (y;) € £,(C) mit Strukturkonstanten
Y1,--.,7r reprasentiert wird. Seien z,y € g und (i,j) ein Paar natiirlicher Zahlen mit
t < j. Falls fiir alle z,y € g die Gleichung

(1) tr(adx)i . tr(ady)j = Cjj -tr((adx)i o (ad y)”)

gilt mit der Eigenschaft, da ¢;; nur von p abhéngt (also unabhingig von z,y € g),
und beide Seiten von (1) von Null verschieden sind, so heifit c;; eine (i,j) — Invariante
von g. Formal ist ¢;; ein Element des Quotientenkorpers des Polynomrings Clyi, ..., 7],
d.h. Cij € (C(’)’l, ceey 'Yr)-

Unter dem Einsetzhomomorphismus ¢ : (y;) — C* ist ¢(cij) € C\ {0}.

Folgende Aussagen sind dann zu treffen (vgl. Kapitel 6.1):
(I) Falls

(2) tr(adz)®-tr(ady)’ =0 Va,y€p

oder

(3) tr((adz)’o(ady))) =0 VYVaz,yen

gilt, so gelten diese Gleichungen fiir alle A € O(pu).
(IT) Eine (4,j)—Invariante ist eine Isomorphie-Invariante der entsprechenden Lie-Algebra.
(IIT) Sei p € L,(C) eine Lie-Algebra, und fiir (4,j) € N? existiere eine
(4,7) — Invariante c¢;;. Dann gilt die Gleichung (1) auch fiir alle A € O(p). Fiir
A€ O(pu)\ O(p) existiert ein ci; € C und es gilt entweder:
(i) cij =cj;, falls beide Ausdriicke tr(adz)’-tr(ady)’ und tr((adz)’o (ady)?) fir A
nicht Null sind.

oder

(ii) Ist einer der beiden (oder beide) Ausdriicke (unter (i)) Null, so kann iiber c;; keine
Aussage getroffen werden, denn entweder c;j =0 oder c;j ist nicht eindeutig
bestimmt, sondern beliebig in C.

Fiihrt man diese Methode mit verschiedenen Paaren (7, j) fiir unterschiedliche Lie-Alge-
bren durch, so ergibt sich eine sehr interessante Menge von Polynomen. Das Verhalten der
Nullstellen dieser Polynome scheint einem wohldefinierten Schema zu folgen.



Mit Hilfe einer ganzen Reihe derartiger Invarianten — die Spur generischer ad-Elemente,
die Dimension der Derivationsalgebra, die Zentrumsdimension, Auflésbarkeit, Nilpotenz,
der Rang u.a. — konnte in allen Féllen (Dimension 3 und 4) entschieden werden, welche
Lie-Algebren nicht im Abschlufl einer gegebenen Lie-Algebra liegen (vgl. Kap. 6.2).

Wie entscheidet man nun aber positiv, welche Orbiten im Abschlufl liegen? Dazu betrachte
man die folgende Beziehung (vgl Kapitel 5.1):

Seien u, p' € L£,(K) . Dann gilt: (i) = (ii):

(1) 3 g1 € GL,(C(t)) mit lim g * p =
t—0

(1) p' € O(p) .

Findet man also eine die Degeneration realisierende Matrix g¢; , so liegt die entsprechende
Lie-Algebra natiirlich im Abschlufl. Indem explizit diese Matrizen gesucht wurden, konnten
wiederum alle Lie-Algebren gefunden werden, die im Orbitabschlufi einer gegebenen Lie-
Algebra liegen. Das Resultat dieser Untersuchung der 3- und 4- dimensionalen Orbitab-
schliisse wird im folgenden zusammengefait (vgl. dazu auch Kapitel 5.2; zur Definition
der einzelnen Lie-Algebren vgl. Kapitel 3.2 und 3.3):

Orbitabschliisse 3-dimensionaler Lie-Algebren iiber C :

g O(u) € O(g)
C3 C3
n3 ns, C3

ro & C 7'2@@, ns, C3

3
T3 r3, 73,1, N3, C
3
T3 A£1 r3.A£1, N3, C
3
3,1 3,1, C
3
sly sly, 3,21, n3, C

Bemerkenswert ist hier, dal sich der Orbitabschlufl von sl vollstandig durch die 3-
dimensionalen Lie-Algebren der Spur Null beschreiben lafit. Das folgende Diagramm
veranschaulicht die Tabelle:



r3x221(C) r2(C) e C

Slz((C) TL3((C) (C3 7'3(((:)
A A
7‘37_1((:) 7'3,1(@)
Orbitabschliisse 4-dimensionaler Lie-Algebren iiber C :
g O(n) € 0(g)
C4 C4
n3®C n3 @ C, C*
14 na, n3 @ C, Ct
rz@(c2 T269C2,n369(c, Cc*
rs @ C r3®C, r31®C, ng, nzeoC, C*
raaz+1 ©C raaz+1 ®C, ng, n3a C, C*
73,1 D C r3,1 D C nseC, C*
r3,—10C r3,—1®C, n4, ng @ C, C*
ro @ ro r2 @ r2, L4,20(0), L4,12(0,0), r3 30 @ C, r30 C
ro ® C?, ng, n3a C, C*
L4 10,11(1) L4 10,11(1), C
Lsj10,11(a #1) Lii011(a#1), ngdC, C*
L416(1/3) L4,16(1/3), Laj0,11(1), nsd C, C4
L4 14 Ly 14, na, n3 @ C, C*

La2(a #0, B)

Laji2(a#0, B), ng, nz3 & C, C4,
a=1/27,8=1/3: Ly 16(1/3)
a=dad /(e +2)38=(2a+1)/(c/ +2)2: L4,10511(e)

L4,12(0,0) L4,12(0,0), 12 & C?, n4, n3 9 C, C*
La13(a) Lia3(a), na, n3 & C, C
a=27/4: L410,11(—2)
Lais Lajs, La,10,11(2), ns@ C, C*
La 19 L4jg, r3,-1 9 C, ng, n3a C, C*
L4,20(0) L4,20(0), r3®C, r31 @ C, ng, n3 0 C, C*
La,20(cx # 0) La20(a #0), La12(a/8,(1+ a)/4), na, n3® C, C*
o =1/4:Ls18, La,10;11(2)
sla e C sl2®C, La1g, r3,-10C, na, n30C, C*




Es ware nun wiinschenswert, Kriterien zu finden, wie man auf einfache Weise eine eine
Degeneration realisierende Matrix finden kann, denn im allgemeinen ist es sehr miihsam,
diese zu bestimmen. Insbesondere wachst das Problem in hoheren Dimensionen stark an.
Man geht darum zu speziellen Klassen von Degenerationen iiber, z.B. den sogenannten
1-PSG-Degenerationen. Eine 1-PSG-Degeneration pu' ist eine Degeneration von

p € L,(K), die durch einen Gruppenhomomorphismus ¢ : C* — GL,, derart realisiert
werden kann, daf} gilt: }1_1)1(1) o(t) * u = p'. Der Ubergang zu einer solchen Spezialisierung

fiihrt zu einer Vermutung, durch die die vorliegende Arbeit motiviert wurde (vgl. [ Grl |):

”Jede Degeneration einer (nilpotenten) endlich-dimensionalen Lie-Algebra kann man als
1-PSG-Degeneration realisieren.”

Es ist bereits bekannt ([ Kr2, S.176ff |), dal im allgemeinen die folgende Frage verneint
werden kann:
Kann jede Teilmenge im Orbitabschlul einer Bahn einer GL,— Varietat durch 1-PSG-
Degeneration erreicht werden? Im allgemeinen kann also eine derart spezielle Matrix, die
die Degeneration realisiert, nicht gefunden werden.
Fordert man allerdings zusatzlich, dafl diese Teilmenge eine abgeschlossene und GL,, — sta-
bile Teilmenge ist, so ist die folgende Aussage richtig:
" Ist X eine GL,— Varietit, @, = GLp*z eine Bahnin X und Y C O, GL, — stabil,
dann existiert eine 1-PSG-Degeneration, die durch g¢~¢ € GL,(t) realisiert wird:

limi ,og9;xx €Y
Aber Orbiten endlich-dimensionaler Lie-Algebren sind mit Ausnahme von O(K™) nicht
abgeschlossen; die Forderung ist damit zu stark, um sinnvoll damit weiterarbeiten zu
konnen. Es besteht also die Vermutung, dafl obige Aussage, die im allgemeinen falsch ist,
fiir die spezielle GL,,— Varietdt der n —dimensionalen (vgl. Kapitel 2) Lie-Algebren tiber
K eventuell richtig ist. In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dafl diese Vermutung
in der allgemeinen Formulierung einer beliebigen Lie-Algebra in L, (K) falsch ist (vgl.
Kapitel 6.4). Um dies zu widerlegen, wurde zunichst explizit eine die Degeneration von
ro@re nach ny realisierende Matrix, die nicht vom 1-PSG-Typ ist, angegeben. Es wird in
Satz 6.7 gezeigt, dafl n4 nicht assoziiert graduierte Lie-Algebra zu irgendeiner Filtration
auf 79 @ re ist. Theorem 1.2 aus [ Grl | sagt aus, daf§ dies dquivalent dazu ist, dal n4
keine 1-PSG-Degeneration von ro@®ry ist. Damit ist allerdings noch nicht die Vermutung
fiir nilpotente Lie-Algebren widerlegt. Aussichtsreich scheint es zu sein, in der Klasse der
filiformen Lie-Algebren nach einem Gegenbeispiel zu suchen (vgl. Kapitel 5.1).



