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Einleitung

Sei 1 ein endlich-dimersicnaler Vebtorraum ther einem Idrper K (char(l) = 2.
Zusammen mit einet bilinearen, schisfsrmmetrischen Abbildung w =[, ]V =V = 1]
die die Jacchi-Identitat erfiillt, namlich

o 2l] + L=z el + (o =]l =0 Fx,,26

wird 17 zu einer LieAlgebra g=(V,u) ther K. Die Ilasse aller n — dimen=sionalen
Lie Algetren soll im folgenden mit £, ) bezeichnet werden

Ist i g eine endlich—dimensionale Lis—Algebra iiber K mit Badz [e),...,e,f ,daon
ist die Multiplibalicnstafel von g durch die Lie-I{ammern [e:,e;] gegeben:

e
[e',-,e_l-] = Z Cipp€r it cip €

h=1

Die g4 werden Strubtwrkonsiamten von g bzgl. [e1,...,ent genanmt. Die Ilasse aller
[.*:,-_1..',:- bildet den sogenannten Strultirtensor.

Eire Lie-Algebra kann jetzt auch durch die folgenden Gleichimgen defimert werden:
1) e =0 wnd e = —cpae Y,5,k=1,...,7m

(22} E:;:ilf_f::;m:;'m + cifhclht +chincipt ) =0 ¥ ¢,k Lt =1,...,n

Ein Strukburterscr stebt alas in 1-1-Totrespeor T tu siner enfisprechenden Lie-Algebra
g. MMit Hilfe dieser Identifilation kamn £, (K als Teilmengedes K™ angesshen werden.
Definiert witd Cn(R) (nach (1,(ii)) durch “:IT_” algebraische Gleichungen.

Eine abgeschleesene Teilmenge des affinen 7 — Faumes AL, der aus den n — Tupeln
von Elementen aus i besteht, bezeichrmet man als affin al gebraiache Varietat. Dabei lisgh
die Zaridiitopologie anf 4% -ugrunde (vgl Kap. 1.3, Saite 4.
Lol R bildet sine affin al gebraische Varietit, anf der die Gruppe GL, (K ) vermogs "+"
cpetieth:
b GL (R )= L (R — Lh(R)

1 1

y)) Yx,welV

g ¢ plx,u) =glplg” 'z, 0 r

Scinit ist der Crbif aller zu einer Lie-Algebra g iscmerphen Lie- Algebren fol gendsrmafien
definiert:

L'.'-'l:g'l — [Gl- 0 | ir = GL.—;'::I'I::'}‘

Alz affin algebraische Varietab ist £ (K ) mit der Zariskitopelogie versshen, ist alas sin
topologischer Raitmn. Beziiglich der Zanskitopologie kamn man bzt Crhitabachliizss von
Lie-Algebren betrachten. Im Fall, dall der mugrindelisgende Idmper C ist, stimmt dieser
Zariski- Abschlfl mitdem Abschluf, der bogl. der feineren suklidischen Topologie gebildet
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wird, tiberein (vgl. Iiapitel 5.1) Der Crhitabachlufl i einer n — dimensionalen Lie-
Algelra ist Vereinigung von (1 . therabzihlbar vislen) Orbiten n — dimersionalsr Lie
Algebren. IMan bezeichnet die Crhitabachlulpunkte zu einer gagebenen Lie-Algelra g als
Degenerationen eben dieser Lie-Algebra g.

Die Klassifilation der Lis-Algebren in L,(K) ist sine Voraussstzung, wenn man alle
Crbitender Dimetsion n unberaichen mochte. Damitb ergibt sidh schon das erste Problem.
Zwar sind alle einfachen und halbeinfachen Lis-Algebren klassifiziert, desweiteren lassen
sich micht aflcsbare auf ein samidirektes Prodidit des Radikal=s mit einer halbeinfachen
zurikclzufithren (vgl Kapitel 2, aber Hir aufléshare und nil potente sind Klass filkaticnd iste o
mir in kleinen Dimensicnen bekamnt. Gerade bel aflcsbaren Lie-Algelren existieren
Klassifikaticren shon ab Dimenaion 4 im wessntlichen our nech dber dem Grundlcoper
i = E (und das auch mar bis eirechliefilich Dimenson 6), nicht aber ttber €. Viele
Listen sind unvollstandig oder mit Fehletn behaftet. Finr die vorliegends Arbeit winde
die allgemeine Liste aller +dimemsionalen Lie-Algebren ither Fp, B und € aus [ Patl |
bemat=t. Die== Liste shellt die eweiligen Iscmorphisklassen in eirer sshr tberachtlichen
und angetiehimen Basiswahl dar. Leider freten hier klsiners Fehler auf, so dall aufgrund
von Iscmeorphis-Rechmingen und Vergleich der in [ Mub | vercffemtlichten Liste (iher E,
gipe Ilassifilaticn komplexer 4-dimensionaler Lie Algebren aufgesballt wird (vgl I{apibal
3.3). Eswird dabei angencinmen, dafl die in [ Mub | veréffentlichbe Ilassifilation fehlerfrei
izt. Man findst inder emfsbehendean I{las= filkation +-dimersionaler | komplecer Lie- Algebren
biz auf Iscmetphie 3 nilpotente Lis-Algebren der Dimension 4 iber C (namlich ny, na &
C, C* ) mit Aumabme von sk @ C =snd alle aufléshar und es gibt Leine sinfachen bzw.
halbeinfachen Lis Algebren der Dimension + iiker T,

Es stellt sich nim die Frage , was man tiber den Orhitabschlull siner gegebenen Lie-Algebra
€ Ll i) avsmgen kann. Welche Punlite iegen im Rand |, wann 1sh der Orbit offen, wann
abgzesthlessen? Im allgemeinen ist die Frage nach dem Zarisld-Absdiluf recht achwieriz
i beantworben. Awuch =mind bislang mr versimzelt oder in sshr speciellen Fillen diese
Ab=chlii=se untermacht worden, In dieser Arbeit =oll sine vollstindige Bestimmimg der
Crbitabechlitzse aller 3- und 4+ dimenscnalen komplessen Lie- Algebren vor gestellt werden
(mehe unben),

Wie kann man min al=s enfecheiden, welche Lis-Algebren bzw. welche Orhiten im Abachluf
einer gegebenen Lie-Algsbra g lisgen? Da die Crhiten wegzusammenhingsnd =snd, lisgh
mit einer Lie-Algelra aixch iht ganzer Crbit im Abschlul wven O(p). Dadurch macht
diese Unbermuchung erst Sinn, denn so0 and Degeneraticren basiswahlunabhangiz. Um
min chige Frage beantworten -u kommen, habe ich Isomorphie-TInvarinmten gesucht, die
"mitdegeneriesren”, d.h. nach sclchen, liber die sine Avssage gebioffen werden kann, wie
sie mich im Crhifabadhluf verhalten. Es ist durchaus micht nidhtig, dal alle Isomeorphie-
Invarianten "mitdegenetieten”. Filt einige Iovarianben lkann dberthaupt kein Verhalben
vorausgesagh werden (vel. Ifap. 6.1). Desweiteren bleiben natlitlich Zariskigleichimgen
im Abechluf bestichen: diess sSnd vollstindiz (in einer gegebenen Dimermion n 1 aber in
der Begal mcht leicht zu bestimmen. Bel det Sudhe nach derarbigen Invanaoken habe ich
unber anderem dis Spur generischer ad-Elemente umbersucht bow. ihre Produlde:

Dabei bezeichne ad die adjmmgierte Darstellung:



Sei g eine Lie-Algebra, die dizch die Strulbur g =(+;) € £u(T) mib Struldirkonsianten
M. ., reprossmhiert wird, Seien T,p € g und (7,7) @n Paar natirlicher Zahlen mib
t < 3. Fall=fir alle 7,y € g die Gleiching

(1) tr{adz) #tr(ad u)’ = ¢ #br((adx)’ olady)’)

gilt mit der Figenschath, dall ¢; nur von u abhangh (alzs unabhingig von T,v S g ),
und beide Seiten von (1) ven Mull verachisden sind, so heift ¢;; eine ({,j)— Invariante
von . Formal ish ci; ein Element des Quotientenkcérpers des Polynomrings T[4, ... ,70],
d.h. cip £ Civg,. ooy ). Unter dem Fimnsetzehomomeorphismz o 0 (40 — 'If"l 1=k
pleg) €T\ (o

Folgende Aussngen sind dann zu treffen (vgl Kapitel 6.1):
i1y Falls

(2) trf_u.r_':ﬂi ptr{adyy =0 Yz,ucp
oder

(1) tr{fadsVolady¥i=0 ¥Yr,ucu

gilt, 5o gelten diess Gleichungen fur alle A S FILE
(I1} Eine (7, 7)—Ivariante ish sine Iscmorphis-Imvarante der entesprechenden Lis- Algebra.
(II) Sei p & £,(C) sine Lis-Algebra, und fiit (i,j) € M exisbiers sins

(2, 7) — Iovaniante c;;. Danon gilt die Glachung (1) auch fir alle A £ Ofu). Fur

A D(u)y DMy exishiert sin o, £C und e= gilt entwadar:

if — ;

(1) i :c":_” falls beide Ausdriicke triad )" #triad o) und f((ad z ) olady)’) far A
micht Mull sind.
oder

(i) Ist einer der beiden (oder beide ) Ausdrildie (umber (1)) [Mull, =0 kann iiber c"t-_T Leine
Aveange getroffen werden, demn entweder r:"_T = oder "_Ii_r 1=t nicht eindeutiz
bestimmt, sondem beliebig in €.

Fithrt man diese Methode mit verschisdenen Paaren (¢, 7} fiir unferschiedliche Lis-Alge-
bren durch, so ergibt =ich eine sshr interessnnte Menge von Polynomen. Das Verhalfen der
MNullstellenn diessr Polvnoime scheint sinem wohldefinierten Schema zu folgen.

IMit Hilts siner ganzen Feibe derarfiger Irvarianten — dis Spur generischer ad-Elemenbs,
die Dimersion der Derivaticonslgebra, die Zemtrumsdimenson, Auflosbarksit, MNilpotenz,
der Rang v.a. — Lkonnte in allen Fillen (Dimension 3 und +) emtschiedsn werden, welche
Lie Algebren nicht im Abachlufl siner gegebenen Lie Algebra liegen (vl I{ap. 6.2

Wie erfacheidet man mm aber podfiv, welche Crhiten im Abschluft lisgen? Dazu betrackte
man die folgende Beziehimg (vel Kapikel 5.1):
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Seien w, p' € LK) . Dann gilk: (i) = (i)

(i) 3 gt € GLn(CTit)) mik {u‘.% grep =

fz2) w' € Ofu) .

Findet man alss eine die Degeneration realisierende Matrix g; , =0 liegh die entisprachends
Lie-Algebra natiitlich im Abschluf. Indem explizit diese LMatrizen gesucht wurden, konmben
wisderimm alle Lie Algebren gefunden werden, dis im Orhitabechhal siner gegebenen Lise
Algebra liegen. Das Resultab dieser Untersuchung der 3- und & dimensicnalen Crbitabachliiz==fi
wird im fol genden cusammengefallt (vgl dazuauch Kapitel 5.2; zur Definition der sinzelnen]
Lie Algebren vgl. Ilapitel 3.2 und 3.3):

Crbitabechlizse 3-dimensionaler Lis Algelren itber iC :

Bemerlensvert i hisr, dafl sich der

0 Ofp) € Oig)
3 i
i ng, C3
Tadp C ma R C, ng,'f."g
T3 ra, ray, na, €
7321 raigt, g, T
73,1 Tal, 3
sl sla, T3 1, 73, e

TE'_:.l'!‘—_tj_I:-'I::l

Crhitabachlufl ven sla vollstandiz dirch die 3-

dimensicnalen Lie Algsbren der Spur Mull besxchreiben laft. TDas folgende Diagramm
veranschaulicht die Tabells:

ralChepiC
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Crbitabechlises +dimen=ionaler Lis Algebren ither T :

g Oiu) £(g)
iC* iCt
ngép C ngepiC, C*
Yy na, ng b C, C*
rapC? ra@C? ngqC, CH
rgepC rabC, re1 @, ny, neepC, C*
"3.#3:1'5"'1: I'glgilﬂhlﬂl ng, nsepC, C4
r16C re & C, nyapC, C*
rg,1&C re 1 G, ny, ne @@, C
rafhTa rafBra, Lygal0), Ly14(0,0), r5 20 BC, raepC
o IEI:‘NI:!, 4, ngﬂ-!'ﬂ, i+
Lyaoa(l) Liw (), T4
Litonflaz1] Lijonla#1), ngpC, CH
Li1a(1/3) Li18(1/3), Lin (1), ne&C, C*
Liad Lite, ma, negpC, C4

Lyizla0 3

L-I..l'll:ﬂ'.T_l I:ll J.:II T4y Mg E"II:l II:-Ill
a= 1727, 3=1/3:Li18(1/3)
a=a /la'+ 2% 83=(2"+1)/(a’+ 27 : Liioa1ia’)

Ly1200,0) Ly a2(0,0), e T2, oy, nea C, T4
Loasla) Liasla), ny, ng @, C4
= E'F.I"-J.: -E'-I..ll:I.lli_E]
Liazla) Lias(a), Lywaa(2), nseC, C*
Lian Lian, 31 @C ny, ne T, T4
Lymald) Lizal0), rs® T, rgq T, ny, ng T, T

L.I.I'J:Il:ﬂ =t I:I:I

Lysala=0), Liiala/s, (1+a)/d), ny, neeC, C*
a=1/4: Li1g, Liwaild)

ﬂ!gﬂ':llr_.

alo @ C, L9, 15,18 C, ny, ngapC, C+

Es wire nm winscherswert, Iriterien zu finden, wie man auf einfache Weim sine sine
Diegeneraticn realisierends Matrix finden lann, denn im allgemeinen ist e= sshr mithsam,
diese 11 bestimmen Inshesctders whckst das Problem in hoheren Dimensionen shark an.
Man geht darum zu spetiellen Tlassen von Degensrationen uber, = B. die sogenannten
1-P3G-Degererationen. FEine 1-PS5G-Degenetation u' ish eine Degensration von

u £ a0, die dirch sinen Gruppenhomometphismue 0 C' — GLn  derart realisisrh
werden lann, daft zilt: ¥Ea At bp 2y’ Der tTI:rE'rgu.ng zu einer solchen Specialigerung

fiihtt zu einer Vermutung, durch die die verliegende Arbeit motiviert wurds (vel. [ Grl |):

*Jede Degeneration emer (nilpofenten) endlich-dimensionalen Lie- Algebm kann man als
1-P5G-Degenerafion renlisieren.”



Es ist bereits belkanot ([ T2, 5.176f |), dal im allgemsinen die folgende Frage verneink
warden lkamn:
Konn jede Teilmenge im Cibitabachlul einer Baln siner GLp— Varetat durch 1-P5G-
Degeneraticn erreicht werden? Im Allgemeiren lkann also sine derart speciells Matric, die
die Degeneration realisiert, nicht gefimden werden
Fordert man allerdings zusatzlich, daly diess Teilmenge eine abgeachlossene tind GLn — sta-
bile Teilmenge ist, =0 izt die folgende Aussage richbig:
"Ist X eine GL,— Varistit, Op = GL,¢x eine Bahnin X wnd ¥ C O, GL,— stahil,
damn existiert sine 1-FPEG-Degeneration, dis durch g¢.g € GLL(t) realisiert wird:

imi; _pgg:¥¢x =1 7
Aber Crbiten endlich-dimensonaler Lie- Algebren dnd mit Awsnalme ven O(R™) nichh
abgeschlossen; die Forderung ist damit =u starl, um smmell damit weiterarbeiten -u
Linnen. Es besteht also die Vermubiung, dafl obige Aussmge, die im allgemeinen falsch ish,
fir die spezielle GL,— Varietsh der n — dimensionalen (vgl. apitel 2} Lie- Algebren tiber
I eventusll richkiz ist. In der verliagenden Arbeit wird geceigh, dafl disse Verrmitung
in der allgemeinen Formulierung siner belishigen Lie-Algebia in £, (R falsch ist (vgl
Iapitel 6.4). Um dies i widerlegen, wurde zuniachst explizit eine die Degensration ven
raBra nach ny realisierends MMafric, die micht vom 1-P5G-Tap ist, angegeben. Es wind in
Satz 6.7 geceigh, dafl ny nichk assodiiert sraduierte Lie- Algebra -u irgendeiner Filtration
auf raepry ish. Thearemn 1.2 aus [ Grl | zagh aus, dall dies dquivalent dazu ist, dafl na
keipe 1-PEG-Tegareration von ma v sk, Damib ist allerdings noch miché die Vermuatung
fir nilpotente Lie-Algebren widetlegt. Ausschimrsich scheint &5 zu =in, in der Klassa der
filifcrmen Lis- Algebren nach sinem Gerenbeizpial zu sudhen (vl Kapitel 5.1).

An diesr Stelle méchte ich Hern Prof. F. Grunewald fir die Vergabe des Themas und
seine intetsive Gesprachshersitadhaft danken.

Weiterhbin gilt mein Danlk Herm Prof D wan Straten fur die Uberstit-ung bed der
Programmiering unber Macaulay und Herrn Dir. T Burde fiir hilkeiche Anmetkimgen
urd standige Dhisiussionsheraitachath.
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