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Symbolverzeichnis

f(z) = O(y(2))
f(x) = O(g())

Menge der positiven natiirlichen Zahlen 1,2....

Menge der natiirlichen Zahlen 0,1,...

Menge der ganzen Zahlen

Menge der reellen Zahlen

Borelsche o-Algebra iiber R

Indikatorfunktion der Menge A

Komplement der Menge A

Normalverteilung mit den Parametern a € R und o2 € (0, 00)
mehrdimensionale Normalverteilung mit Parametern a € R™ und
Kovarianzmatrix X

max{n € Z:n < x}

Va2 + ..+ 22 fiir z = (24, ..., 2,) € R" (Vektornorm)

T1Y1 + ... + 2y, fir z, y € R™ (Skalarprodukt)

es existieren Konstanten C' > 0 und x, so dass

|f(x)] < Clg(x)] fiir alle z > xy (Landau-Symbol)

es existieren Konstanten C' > 0 und € > 0, so dass

|f(z)|] < Clg(x)]| fir alle 2 mit |z — a| < € (Landau-Symbol)
verteilungskonvergent

P-fast sicher konvergent

A nichtnegative Matrix, d.h. alle Komponenten von A sind > 0
A positive Matrix, d.h. alle Komponenten von A sind > 0
x nichtnegativer Vektor, d.h. alle Komponenten von x sind > 0
x positiver Vektor, d.h. alle Komponenten von x sind > 0
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Kapitel 1

Einfihrung

Im Rahmen dieser Diplomarbeit wird es darum gehen, Buchstabensequenzen im Hin-
blick auf Lange und Zusammensetzung zu charakterisieren. Diese Charakterisierung
wird mittels zweier starker als auch mittels eines zentralen Grenzwertsatzes erfolgen.
Aussagen hinsichtlich der Lange und Zusammensetzung von Sequenzstiicken mit hohem
Score (zur Erlduterung des Begriffs ,Score” sieche Abschnitt 1.2) werden sowohl unter
der Hypotheses eines iid-Modells (d.h. Buchstaben in der Sequenz iid; siehe Kapitel 2)
als auch unter der Hypothese eines Markov-Modells (Buchstaben in der Sequenz héngen
vom Vorginger oder allgemeiner von m vorhergehenden Buchstaben ab; siehe Kapiel 3
bzw. Ausblick, Seite 101) getroffen werden.

Motiviert werden diese mathematischen Uberlegungen durch Anwendungen in der Mole-
kularbiologie bzw. Genetik - und zwar mochte man Ahnlichkeiten zweier oder mehrerer
DNA- bzw. Proteinsequenzen bewerten, um so z.B. Aufschluss iiber den Verwandt-
schaftsgrad dieser Sequenzen zu gewinnen.

Die Aussagen dieser Diplomarbeit gehen auf drei Artikel von Amir Dembo und Samuel
Karlin (siehe [4], [5], [6]) zuriick, alle Theoreme, Propositionen und Lemmata, die nicht
anderweitig gekennzeichnet sind, stammen also aus diesen drei Artikeln.

Zunichst werden nun im Rahmen der Einfiihrung die biologischen Grundlagen erléutert,
sowie der Begriff einer Scorefunktion motiviert und anschliefend die aus den Anwen-
dungen resultierenden Fragen formuliert, auf welche diese Diplomarbeit eingeht.

1.1 Biologische Grundlagen

1.1.1 DNA- und Proteinsequenzen

Die Desoxyribonucleinsiure oder kurz DNA (desoxyribonucleic acid) ist der Trager der
Erbinfomation eines Organismus. Sie besteht aus einer Verkettung von Nucleotiden,
welche aus Nucleosiden (Zucker gebunden an Phosphat) assoziiert mit Basen beste-
hen. In der DNA befinden sich vier verschiedene Nucleotide, verschieden im Hinblick
auf die gebundenen Basen Adenin, Guanin, Cytosin und Thymin (im Folgenden abge-
kiirzt als A, G, C bzw. T). DNA liegt zwar stets als Doppelstrang vor, da jedoch die
komplementéire Basenpaarung iiber Wasserstoffbriicken eindeutig (A-T und C-G) ist,
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lasst sich ein DNA-Strang eindeutig durch eine Buchstabensequenz (Buchstabe—Base)
charakterisieren, z.B. durch AGAAACTTT.

Die Information einer DNA wird in Form von Triplets gespeichert, d.h. drei Nucleoti-
de codieren fiir eine Aminosdure. Bei der Proteinbiosynthese wird die DNA abgelesen
und iiber mehrere komplexe Prozesse eine Kette von Aminosduren gebildet, welche mo-
difiziert und gefaltet schlussendlich ein Protein ergibt. Eine Abfolge von Aminoséduren
charakterisiert also ein Protein und wird dementsprechend Proteinsequenz genannt. Ins-
gesamt sind 20 Aminosiduren bekannt (z.B. Histidin, Arginin, Lysin, Aspartat, Glutamat
usw.).

In der Molekularbiologie ist es moglich, DNA- oder Proteinsequenzen zu entschliisseln.
Diese sogenannten Primérstrukturen geben allerdings nur bedingt Informationen iiber
die rdumliche Struktur, welche {iber Faltung entsteht, oder gar iiber die Funktionen des
Proteins wieder.

Dennoch liegt eine Reihe von Proteinen vor, die beziiglich ihrer Struktur und Funktion
charakterisiert wurden (iiber andere experimentelle Methoden). So existieren beispiels-
weise Datenbanken von Proteinen, in welchen neben den entschliisselten Sequenzen auch
Informationen iiber Funktionen und Struktur der Proteine gespeichert sind.

Im Bereich der Erforschung des HI-Virus (human immunodeficiency virus) wird zur Zeit
z.B. an der Erstellung von Datenbanken, welche das sequenzierte Genom von HI-Viren
und weitere Informationen iiber die Patienten (z.B. Art der bisherigen Therapie usw.)
enthalten, gearbeitet.

Ein naheliegender Ansatz bei der Untersuchung von Funktionen von Proteinen bzw.
Teilen des Genoms ist der Vergleich von den zu untersuchenden Sequenzen mit sol-
chen bekannter Struktur und Funktion. Dieser Vergleich kann dann z.B. mittels einer
DNA-Datenbank geschehen. Man versucht also, Aussagen iiber den Verwandtschafts-
grad zweier oder mehrerer Sequenzen zu gewinnen.

1.1.2 Alignments von Sequenzen

Ein erster Schritt in die Richtung Sequenzen miteinander zu vergleichen besteht darin,
ein sogenanntes Alignment, d.h. eine Aneinanderlegung dieser Sequenzen, durchzufiih-
ren - in der Abbildung (1.1) sehen wir beispielsweise ein Alignment zweier Sequenzab-
schnitte aus dem Genom eines Wales und eines Menschen. Es ist moglich, zwei oder

Abbildung 1.1: Alignment eines Abschnitts aus den geschlechtsbestimmenden Genen
des Wals und des Menschen; siche [1]

auch mehrere Sequenzen (multiples Alignment) zu alignieren. Bei einem Alignment,
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welches die komplette Linge von Sequenzen umfasst, spricht man von einem globa-
len Alignment, bei Alignments, die nur einen Abschnitt beinhalten, von einem lokalen
Alignment.

Um ein Alignment vorzunehmen, ist es zunéchst wichtig, sich die Ursachen genetischer
Variation vor Auge zu fithren. Im Verlauf der Evolution entwickelte sich die geneti-
sche Vielfalt iiber verschiedene Verinderungs-Mechanismen: iiber Insertion (Einfiigung
einzelner Nucleotide), iiber Deletion (Entfernung einzelner Nucleotide), iiber Mutation
(punktueller Nucleotid-Austausch) oder iiber grofere Umstrukturierungen. Ein Align-
ment sollte also eigentlich keine reine Aneinanderlegung von zwei Sequenzen sein, son-
dern sollte beriicksichtigen, dass zwei verwandte Sequenzen aufgrund von Deletionen
und Insertionen identische Sequenzsegmente (sogenannte Motive) an verschiedenen Po-
sitionen enthalten. Ein gutes Alignment ist also ein solches mit Liicken, sogenannten
‘gaps’, beispielsweise eines der Form:

C A

A G - C C G
A C A CC G
Aus dieser Tatsache wird die Komplexitit ein verniinftiges Alignment durchzufiihren
deutlich. Dies sei hier aber nur am Rande erwahnt, da es kein Thema der Diplomarbeit

ist.

Im nichsten Schritt wird es nun darum gehen, ein Maf fiir die Ahnlichkeit bzw. Ver-
wandtschaft von Sequenzen zu erhalten, d.h. Ahnlichkeit zu beurteilen. Ferner méchte
man iiberpriifen, ob zwischen Sequenzen eine evolutionédre Beziehung vorliegt oder ob
es sich um eine rein zufillige Ahnlichkeit handelt.

1.2 Scorefunktionen

1.2.1 Beispiele fiir Scorefunktionen

Als Maf fiir den Ahnlichkeitsgrad zweier (oder auch mehrerer) Sequenzen fiihrt man
nun den sogenannten Score-Wert ein.

Dem Wort nach bedeutet ’Score’ in etwa "Punktestand’/’Spielstand’, das 'Oxford Dic-
tionary of Statistical Terms’ (siehe [9]) erldutert den Begriff *Score’ folgendermafken:

Score: In der Regel ein numerischer Wert, der einer Beobachtung zugeord-
net wird (iiblicherweise wenn keine messbaren Daten existieren) als Ersatz
fiir eine Variable, die iiber einer Skala variiert. Der Begriff wird auch be-
nutzt, um die erste Ableitung des natiirlichen Logarithmus der Likelihood-
Funktion zu beschreiben.
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In dieser konkreten Situation ordnet eine Scorefunktion also einem Paar bzw. Tupel von
Sequenzen mit Eintrigen aus einem Buchstabenalphabet A (also z.B. bei DNA A =
{A, G, C, T}) in moglichst sinnvoller Weise einen numerischen Wert zu, mathematisch
formuliert:

Sei A ={ay,...,a,} ein Alphabet von Buchstaben. Beim Vergleich von k Sequenzen ist
eine Score-Funktion (oder kurz Score) eine Abbildung s : A* — R mit

$(@iyy ooy Qi) = Sy, 4, fr alle 4p, .4 € {1,...,7}

(Anm.: spéter bezeichne A bereits ein Buchstabenalphabet aus k-Tupeln, so dass eine
Score-Funktion eine Abbildung s : A — R, s(a;) = s; ist)

Im Folgenden sei k = 2 (fiir zwei Sequenzen).

Den Gesamt-Score erhédlt man, indem man beim Vergleich zweier oder mehrerer Se-
quenzen der Lange n jeder Buchstabenposition 7, 1 < ¢ < n einen Score zuordnet und
diese n Score-Werte aufsummiert. Ein Score-Wert entspricht also wirklich einer Art
"Punktestand’.

Wie ldsst sich nun eine sinnvolle Score-Zuordung vornehmen? Dazu seien an dieser
Stelle zwei Beispiele angefiihrt:

Beispiel 1.2.1. (triviale Zuordnung)
a) Gegeben sei ein Buchstabenalphabet A = {a,...,a,}, sowie ein Paar von zwei ali-
gnierten Sequenzen mit Eintrigen aus diesem Alphabet:

Eine naheliegende Zuteilung von Scores ist die triviale Zuordnung

1 fallse=y
S(ai’aj) = 0 sonst '

Der Scorewert macht hier also nur eine Aussage dariiber, ob die Sequenzen an einer
bestimmten Position iibereinstimmen oder nicht.

b) Betrachtet man Alignments mit ’gaps’, ist es iiblich fiir Liicken im Alignment soge-
nannte 'gap penalties’ aufzuschlagen, d.h. Liicken wirken sich negativ auf den Gesamt-
score aus. Dies ist sinnvoll, da ja der Grad an Ahnlichkeit geringer ist, sobald identische
Sequenzsegmente in den beiden Sequenzen anders positioniert sind.

In diesem Fall kdnnte eine Zuordnung von Scores folgendermafsen aussehen:

1 fallsi=j
s(a;,a;) =< 0 fallsi#j
—1 falls a; = gap oder a; = gap

4
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O

So anschaulich diese Score-Zuteilungen sind, so wenig niitzlich sind sie bei der Beur-
teilung von Verwandtschaft zweier Sequenzen. Beispielsweise gibt es Aminosduren mit
sehr groker funktioneller Ahnlichkeit (z.B. die beiden basischen Aminosiuren Arginin
und Lysin), wohingegen andere sich sehr stark unterscheiden. Entsprechend sollte ein
Paar funktionell dhnlicher Aminosduren einen héheren Score als ein solches geringer
funktioneller Ahnlichkeit erhalten.

Ein Austausch funktionell dhnlicher Aminosduren wird haufiger beobachtet, wird ins-
gesamt also als wahrscheinlicher erachtet. Eine Beurteilung von Ahnlichkeit, d.h. eine
Zuteilung von Scores, sollte also auch unter dem Gesichtspunkt der Wahrscheinlichkeit
erfolgen:

Wie wahrscheinlich ist das Auftreten einer Aminosidure unter der Hypothese, dass die
Sequenzen nicht miteinander verwandt sind?

Wie wahrscheinlich ist das Auftreten eines Aminosdurenpaares unter der Hypothese,
dass die Sequenzen miteinander verwandt sind?

Diese Uberlegungen fiihren zum sogenannten log-Likelihood-Ratio-Score:

Beispiel 1.2.2. (log-Likelihood-Ratio-Score) (siehe auch [18])
Gegeben sei ein Buchstabenalphabet A = {ay, ..., a,}, sowie ein Paar von zwei alignier-
ten Sequenzen mit Eintrdgen aus diesem Buchstabenalphabet

Au, o A,
AL AL

Der Buchstabe a, trete in der 1. Sequenz an der Position ¢ fiir alle 1 < ¢ < n mit
Wahrscheinlichkeit

P(AZ = aoc) = Pay =" Pay
der Buchstabe ag in der 2. Sequenz mit der Wahrscheinlichkeit
P(A] = ag) = p,, =: pj

auf. Ferner trete das Buchstabenpaar (a,,ag) unter der Hypothese, dass beide Sequen-
zen miteinander verwandt sind, an der Position i fiir alle 1 < i < n mit der Wahrschein-
lichkeit g, (bei Aminoséduren: Aminosiure-Austauschwahrscheinlichkeit) auf:

P(Az = aomA; = aﬁ) = Gag,a5 = 4a,3-

Ein bestimmtes Alignment hat also unter der Hypothese, dass die Sequenzen nicht
miteinander verwandt sind (unabhéngiges Auftreten), die Wahrscheinlichkeit

p = ][ pars
=1



1.2. Scorefunktionen Kapitel 1. Einfithrung

sowie unter der Hypothese, dass sie verwandt sind, die Wahrscheinlichkeit:
n
q-= H qA; AL
i=1

Das Verhéltnis der beiden Wahrscheinlichkeiten 4 wird auch mit odds ratio bezeichnet.

Logarithmiert man diesen odds ratio (um zu einem additiven Score-System zu gelangen),
erhilt man den log-Likelihood-Ratio-Score

qa;,4,
s
(pA pA’ )

Sa,p = log (;apﬂ/ > )
al’g

Der Score ist hier somit ein Mak fiir die Wahrscheinlichkeit, dass zwei DNA- bzw.
Proteinsequenzen dhnlich, also evolutiv auseinander hervorgegangen sind, relativ zur
Wahrscheinlichkeit, dass sie lediglich zuféllig miteinander in Beziehung gesetzt wurden.

bzw. den Einzelscore

]

1.2.2 Resultierende Fragestellung

Es stellt sich die Frage, ob die Benutzung des log-Likelihood-Ratio-Scores mathematisch
gerechtfertigt ist, d.h. ob es vielleicht moglich ist, alle Scores eines dem Modell nach
verwandten (also hochscorigen) Sequenzenpaares als log-Likelihood-Ratio-Scores mit
geeigneter Basis des Logarithmus darzustellen.

Eine interessante Aufgabenstellung ist es also, die Art der Buchstabenverteilung in
einem hochscorigen Sequenzenpaar zu untersuchen.

Am Rande interessiert ferner, wie denn nun die Wahrscheinlichkeiten ¢, g (auch target
frequencies genannt) sowie die Wahrscheinlichkeiten p, bzw. p/ﬁ (auch background fre-
quencies genannt) aussehen. Diese Charakterisierung kann allerdings nur mittels empi-
rischer Daten geschehen und wird im spateren Abschnitt Anwendungen (siehe Abschnitt
2.6) kurz angerissen.

Von besonderem Interesse ist aukerdem das Sequenzenpaarsegment mit maximalem
Verwandtschaftsgrad, d.h. mit maximalem Scorewert. Dieses Segment (bzw. allgemeiner
ein hochscoriges Sequenzenpaarsegment) mochte man z.B. hinsichtlich seiner Linge
charakterisieren.

Im Weiteren wir es also darum gehen, folgende Punkte zu bearbeiten:

(i) Welche Linge haben hochscorige Sequenzsegmente?

(bzw. solche mit maximalem Score)
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(ii) Welche Zusammensetzung haben hochscorige Sequenzsegmente?

(bzw. solche mit maximalem Score)

Diese Fragen werden zunéchst unter der Annahme eines iid-Modells (siehe Kapitel 2),
also unter der Hypothese, dass die Aminosiduren (bzw. Nucleotide) einer Sequenz un-
abhéngig voneinander auftreten, und danach unter der Annahme eines Markov-Modells
(sieche Kapitel 3), also unter der Hypothese, dass das Auftreten einer Aminoséure (bzw.
eines Nucleotids) von der vorhergehenden Aminosiure abhingt, angegangen.

Anmerkung 1.2.3. Der Einfachheit bzw. der Verallgemeinerung halber wird im Fol-
genden nicht mehr von einem ’Sequenzenpaar’ (oder 'Sequenzentupel’), sondern nur
noch von einer ’Sequenz’ gesprochen, da die Elemente einer Sequenz auch als Tupel auf-
gefasst werden konnen. Dementsprechend erfolgt die Score-Zuteilung (vergleiche Seite
3) nicht bezogen auf Paare von Buchstaben, sondern geméf:

s: A—=R, s(a;) =s;

Formal wird also A% durch A ersetzt, g, g durch ¢;, sowie papy durch p;.



Kapitel 2

Grenzwertsatze 1im 11d-Fall

Um Aussagen iiber die Linge und Zusammensetzung von Sequenzen mit hohem Score
zu treffen (siehe Kapitel 1), sei zunichst davon ausgegangen, dass die Buchstaben (also
Aminosduren bzw. Nucleotide) einer Sequenz unabhingig voneinander auftreten und
identisch verteilt sind.

Man geht also erst einmal von einem iid-Modell aus.

Es interessiert also hinsichtlich des assoziierten Testprobelms unter der Nullhypothese
‘die X; sind iid’, wie wahrscheinlich ein hoher Score, als auch wie lang ein Segment mit
hohem Score ist.

Dazu werden im Folgenden zwei starke Grenzwertsétze (siehe Abschnitt 2.2) als auch
ein zentraler Grenzwertsatz (siche Abschnitt 2.4) bewiesen.

2.1 Notationen und Voraussetzungen

Es sei (X, )nen eine Folge von iid Zufallsgrofen, welche jedem Buchstaben aus einem
Buchstabenalphabet A = {ay, ..., a,} einen Score zuordnen:

X, =A— {s1,..., 5.} mit

P(X,=s)=p;, 1<i<r, Y pi=1 p;>0.
i=1

Diese Scores summiert man zu einem Gesamt-Score S,, = Z?:l X, auf.

Da man ferner die Zusammensetzung von Sequenzstiicken mit hohem Score untersu-
chen mdchte, interessiert man sich fiir die Zufallsgrofe W,,, welche die Haufigkeit des
Auftretens eines Buchstabens a,, in einem Sequenzensegment angibt, also fiir

- 1 falls X; = s,
W,=Y U mit U= aus Sa
= 0 sonst

Fiir die Beweise liegt allgemeiner die folgende Situation vor (es geniigt, dass die X
beschrankt sind):
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Es sei (X, Up)nen eine Folge von iid und beschrénkten Zufallsgréfen, dabei kénnen die
U; von den X; abhéngig sein, seien aber unabhéngig von den X;, ¢ # j. Im Folgenden
gelte also | X;| < K sowie |U;| < K.

Man betrachtet den Partialsummenprozess (S,)nen, mit Sop = 0 und S, = > | X;,
sowie (W, )nen, mit Wo =0 und W,, =>"" | U;.

Von besonderem Interesse ist das Segment mit maximalem Scorewert M (n), welcher
durch
M(n):= sup (S, — Sk)

0<k<i<n

gegeben ist.
Man setzt voraus, dass

(i) E(X1) <0
(ii) P(X;>0)>0

gilt, so dass der Prozess eine negative Drift erhilt, aber eine positive Wahrscheinlichkeit,
frithzeitig einen positiven Score anzunehmen. Die Voraussetzung E(X;) < 0 macht Sinn,
da im Falle £(X;) > 0 das Segment mit maximalem Score, welches gerade genauer
untersucht werden soll, in vielen Fallen schon die ganze bzw. ein Grofteil der Sequenz
sein wiirde. Daraus wiirden sich keine interessanten Aussagen ergeben.

Nun definiert man folgende Stoppzeiten:
K():O, K,,:mm{k'z KV,1—|—1 : Sk—SK,/,1 SO}, veN (21)

Durch die negative Drift von (S,,) sind die K, P-f.s. endlich, denn:

P(K; =o0) = P(inf{k > 1: S <0} = o)
(FICN|I[|=c0Viel: X;>0)
(U Nixi>o
ICN, |I|=cc i€l
Z H P(X; > 0), da die (X;) stochastisch unabhéngig sind
ICN, |I|=occ i€l
=0, da E(X;) <0 und somit P(X; <0) <1 fiir alle 1.

P
P

IN

P

IN

(Die Aussage fiir K,,v > 1 folgt induktiv.)

Der Zeitraum K, _; + 1 bis K, gibt dabei gerade die sogenannte vte Epoche wieder.
Die 1. Epoche startet also im Punkt 0 und endet, sobald ein nichtpositiver Gesamtscore
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erreicht wird. Die darauffolgende 2. Epoche beginnt, sobald wieder positive Scores auf-
treten und endet wiederum, wenn der Gesamtscore vom Startpunkt der 2. Epoche aus
gerechnet unter 0 fallt usw.

Jetzt definiert man ferner fiir y > 0 die Stoppzeit

Ti(y) = min{m > 0: S, > y oder S, < 0}.

Ti(y) gibt also den Zeitpunkt an, zu dem der Prozess (S;) das erste Mal das Intervall
(0,y) verlédsst. Sukzessiv definiert man weiterhin:

T,(y) =min{m > K,y : S;, — Sk, , <0oder S, — Sk, , >y}, veN (2.2

Man setzt:

[V(y) =

{ 1 falls St — Sk, >y (2.3)

0 falls ST,,(y) — Sk, . <0

Im Weiteren interessiert nur der Fall I, (y) = 1, denn man mochte ja gerade hochscorige
Sequenzsegmente betrachten.

Die Lénge des vten Segmentes (K,_1,T,(y)) ist gegeben durch:
Ly(y) :=T,(y) — Kv
Ferner sei W, (y) definiert durch
Wo(y) == Wr,u) — Wk, ;.

Da die (X;, U;) iid sind, sind ebenso die Zufallsgrofen (1, (y )) N
(W,(y))ven iid mit den Verteilungen von Ly(y) := L(y), Li(y)
W(y).

(Ly(y))ven und
= I(y) und Wi(y) :=

Da im Folgenden nur der Fall interessant ist, bei dem der Prozess einen Wert > y
annimmt, also der Fall I,,(y) = 1, seien jetzt noch alternative Bezeichnungen eingefiihrt,
die es einem hinterher ersparen werden mit bedingten Verteilungen zu rechnen.

Sei (k,(y), 7(y), 0, (y))ven eine Folge von Epochen mit

ki(y) =inf{k>0:Im>k+1:5; - S, >0firalle k+1<j<m-—1
und S, — S > y}

T1(y) = inf{k > K1 (y) : Sk — Ski) = ¥}

o1(y) = inf{k > 7 (y) : Sk — Ski(y) < 0}

k1(y) bezeichnet also den Anfangspunkt einer Exkursion, welche beginnt, sobald positive
Werte auftreten, die zusammen addiert mindestens den Wert y erreichen.

10



2.2. Zwei starke Grenzwertsitze Kapitel 2. Grenzwertséitze im iid-Fall

71(y) gibt die Wartezeit auf der positiven Achse an, bis der Prozess zum ersten Mal
diesen Wert y erreicht bzw. {iberschreitet.

01(y) bezeichnet wiederum den Zeitpunkt, bei welchem (Sy) das erste Mal zur nichtpo-
sitiven Achse zuriickkehrt, also den Endpunkt der Exkursion (k1(y), 71(y), o1(y)).-

Sukzessiv definiert man weiterhin

ky(y) =inf{k >o0,1(y) :IM>k+1:5;—-S, >0fliralle k+1<j<m-—1
und S, — S > y}

(y) = inf{k > K, (y) : Sk = Sk = ¥}

o,(y) =inf{k > 7,(y) : S — S,y < 0}

(2.4)

Man erhélt also eine Folge von Epochen, die bei k,(y) starten, einen Wert > y zum
Zeitpunkt 7,(y) erreichen und zum Zeitpunkt o, (y) die positive Achse verlassen. Falls
also v der erste Index mit I,,(y) = 1 ist, d.h. v = min{k > 1: I;(y) = 1}, so gilt:

T1(y) — r1(y) = Lu(y).

Im Gegensatz zur Folge (K, _1,T,(y)),en spart man sich diejenigen Segmente der Se-
quenz aus, bei denen der Prozess negativ wird, also I, (y) = 0 gilt, was fiir die folgenden
Untersuchungen irrelevant ist, man mochte ja gerade Segmente mit sehr hohen Score-
werten charakterisieren. Damit ergibt sich folgende Proposition:

Proposition 2.1.1. Fir alle v € N gilt: PrW W) — pLuly)=1,

Beweis. Falls I,(y) = 1 fiir ein v, folgt, da L,(y) = T,(y) — K,_1:

S; — S8k, , >0 firalle K, 1+1<j5<T,(y)—1, sowie
STV (y) - SKu—l Z y .

Somit gilt, dass die Aussagen L,(y) = k unter I,(y) = 1 fiir ein v und 73(y) — ks(y) =
k fiir ein v fiir alle k € N dquivalent sind. (Wahle T, = 75(y) bzw. K,_1 = ks(y).)

Da die Zufallsgrofen (L, (y)),en und (1,(y))ven iid sind mit den Verteilungen von L(y)
bzw. I(y), erhilt man fiir alle £ € N und fiir alle 7 € N:

P(L(y) = k|I(y) = 1) = P(1:(y) — xs(y) = k).

Auf diese Bezeichnungen wird spéter zuriickgegriffen.

11



2.2. Zwei starke Grenzwertsitze Kapitel 2. Grenzwertséitze im iid-Fall

2.2 Zweil starke Grenzwertsatze

Unter den Voraussetzungen aus dem vorhergehenden Abschnitt werden nun zwei starke
Grenzwertsétze formuliert, welche im néchsten Abschnitt bewiesen werden.
Das erste Theorem macht eine Aussage iiber die Linge von Segmenten mit hohem Score.

Theorem 2.2.1. Mit obigen Bezeichnungen sei v der erste Index, fir den I,(y) = 1
gilt, d.h. v = min{k > 1: I(y) = 1}. Dann folgt

L,(y)

Y y—00 w*

fast sicher,

wobei w* = E(X1e”X1) und 0* die eindeutig bestimmte positive Losung der Gleichung
E(e?) =1 ist.

Anmerkung 2.2.2. (Lemma von Wald)
Es existiert eine eindeutig bestimmte positive Losung 6* von E(e?*1) = 1 und es gilt
w* = B(X e X)) > 0.

Beweis der Anmerkung. Nach Voraussetzung gilt | X;| < K. Aufgrund der Analytizitét
und strengen Konvexitit der Exponentialfunktion und nach Anwendung des Satzes von
der dominierten Konvergenz, sowie der Linearitit des Frwartungswertes gilt, dass die
Funktion

6(0) == B(c")

analytisch, d.h. in allen Punkten in eine Potenzreihe entwickelbar, und streng konvex
ist.
Somit erh&lt man

(i

) ¢ ist unendlich oft stetig differenzierbar
(ii) ¢"(#) > 0 fiir alle # € R

)

) ¢

)

¢(0) =
#'(0) = E(X,e%%1)|p—o = E(X;) < 0 nach Voraussetzung

(iii
(iv
(v

0) = [ix,<op €N AP + [ix00) "N AP = [ gy €71 AP - ™

da P(X; > 0) > 0 nach Voraussetzung.
Somit existiert nach dem Mittelwertsatz genau ein 6* > 0 mit ¢(0*) = 1 und ¢'(6%)
BE(Xe?X1) .= w* > 0.

Ll
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2.2. Zwei starke Grenzwertsitze Kapitel 2. Grenzwertséitze im iid-Fall

Jetzt soll eine Aussage iiber die Zusammensetzung von hochscorigen Segmenten getrof-
fen werden.

Theorem 2.2.3. Mit obigen Bezeichnungen sei v der erste Index, fir den I,(y) = 1
gilt, d.h. v =min{k > 1: I;(y) = 1}. Dann folgt

W.(y) ‘
u*  fast sicher,
L, (y) Yy—oo

wobei u* = E(Uye?X1) und 0* die eindeutig bestimmte positive Lésung der Gleichung
E(ef%1) =1 ist.

Mit Hilfe dieses Theorems lassen sich nun wie schon angekiindigt Aussagen iiber die
Buchstabenhaufigkeiten in einem Segment (also z.B. iiber die relative Hiufigkeit des
Auftretens eines Aminosdurepaares in einem Paar verwandter Sequenzen; siehe auch
Beispiel 1.2.2) treffen.

Dazu sei

1 falls X = s;

Up = U(Xyg) =1 (Xg) =
b (X) o3 (X) { 0 sonst

Korollar 2.2.4. Die empirische Haiufigkeitsverteilung 1, (y) der Buchstaben {ay, ..., a,}
beobachtet wihrend der vten Epoche (wobei v wie in den vorhergehenden Theoremen
definiert ist) konvergiert fiir y — oo fast sicher gegen das Hdufigkeitsmafl u*, welches
den Wert a; mit Wahrscheinlichkeit

g =pie” %, 1<i<n,

annimmt.

Beweis. Sei Uy, = I,,1(X}), dann gibt

T, T,
() = W) _ i U 0 o Lo (X)
’ Ly, (y) L,(y) T.(y) — Ky

die relative Haufigkeit des Auftretens des Buchstabens a; wihrend einer Exkursion an.
Nach Theorem 2.2.3 gilt also (sofern ein Score > y in T, (y) erreicht wird):

mly)  ——  B(liy(X1)e" ) = P(X; = 5,)e”* = p,e?*  fast sicher,

Yy—oo
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2.3. Beweis der starken Grenzwertsitze Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

Die sogenannten ’target frequencies’ ¢; (siehe Seite 5) in einem hochscorigen Segment
einer zufilligen Sequenz konnen also auch mit Hilfe der sogenannten "background fre-
quencies’ p; ausgedriickt werden. D.h. alle Scores s; sind als log-Likelihood-Ratio-Scores
log(g—i) mit geeigneter Basis des Logarithmus darstellbar. Da die 'background frequen-
cies’ in der Praxis einfach als relative Buchstabenhaufigkeiten in der jeweiligen Sequenz
wahlbar sind, reduziert sich die Suche nach einem optimalen Score-System also auf eine
optimale Charakterisierung dieser 'target frequencies’.

Anmerkungen 2.2.5.
a) (¢;) ist gemék der Definition von 6* eine Wahrscheinlichkeitsdichte.
b) Allgemeiner gilt fiir die Zufallsgrofe

1 falls X, € A
U(Xy) =1a(Xy) = A A , A e B, Xy nichtdiskret, aber beschrankt:
0 sonst

wy) ——  E(la(Xp)e?™)  fast sicher.

Yy—oo

2.3 Beweis der starken Grenzwertsatze

In diesem Abschnitt wird es darum gehen, die beiden Theoreme (siche 2.2.1 und 2.2.3)
zu beweisen. Dazu werden insgesamt acht Lemmata benotigt. Die Vorgehensweise dabei
ist folgende:

Unter Ausnutzung einiger Eigenschaften des sogenannten Waldmartingals (siehe Lem-
ma 2.3.2) wird gezeigt, dass die Wahrscheinlichkeit, dass I,,(y) = 1 ist, also ein Score > y

in der v-ten Epoche erreicht wird, exponentiell klein ist (siehe Lemma 2.3.3). Mit Hilfe
Ly (y) Wy (y)
Lu(y)
gewinnen (siehe Lemma 2.3.4 und 2.3.5), mit welchen man die Aussagen der Theoreme

fir den Fall y = n, n € N, v € {1, ..., jn} (jn wird spéter charakterisiert) zeigen kann
(sieche Lemma 2.3.6 und 2.3.7)

Um auf den Fall zu schliefen, bei dem y > 0 beliebig wiahlbar und

v=min{k > 1: I;(y) = 1} ist, werden zwei weitere Lemmata benttigt (sieche Lemma
2.3.8 und 2.3.9). Diese enthalten Aussagen iiber das Verhéltnis von k,(n) zu £ (y) bzw.
7,(n) zu 71 (y), so dass man unter Ausnutzung der Beziehung 71 (y) — k1 (y) = L, (y) falls
v = min{k > 1: I;(y) = 1} die Aussagen der Theoreme auch fiir den Fall, bei dem
y > 0 beliebig ist, beweisen kann.

Genauere Erlauterungen dazu erfolgen spéter.

dieser Aussage lassen sich zwei Abschétzungen fiir die Zufallsgrofsen und

Da die (X;) iid sind und somit auch die Zufallsgrofen (1, (y))yen bzw. (L, (y)),en mit den
Verteilungen von I1(y) =: I(y) und Ly(y) =: L(y) (manchmal auch als L abgekiirzt),
werden in den folgenden Beweisen hédufig die Indizes weggelassen.
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2.3. Beweis der starken Grenzwertsitze Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

Im Folgenden seien 6%, w* und u* bestimmt wie in den Theoremen 2.2.1 und 2.2.3.

Zunachst sei nun also auf die Eigenschaften des Waldmartingals eingegangen. Dazu
benotigt man das Optional-Sampling-Theorem.

Theorem 2.3.1. (Optional-Sampling- Theorem) (abgeindert nach [19], S.377)
(Xn, Sn) sei ein Martingal, T eine Stoppregel, fir die E(X,) existiert und es gelte

lim | X,| dP = 0.
=0 J{r>n}

Dann folgt E(X,) = E(X;).

Zum Beweis: siehe z.B. Schmitz ,Vorlesungen iiber Wahrscheinlichkeitstheorie* ([19]),
Seite 377.

Lemma 2.3.2. (Eigenschaften des Waldmartingals)
Die durch

oOSm+t W,
[0, )]
gegebene Zufallsgrife erfillt folgende Figenschaften:

Y, = m € Ny, wobei (0,t) = E(efX111U1)

(i) (Y, Sim)men, ist ein Martingal.

(1)) (Yim) und L := Li(y) geniigen fir geniigend kleines t und 0 > 0* den Vorausset-
zungen des Optional-Sampling- Theorems.

(11i) E(Yy) =1 fiir geniigend kleines t und 0 > 6*.
Beweis. zu (i): zu zeigen ist: E(Y,,| S,) =Y, fir alle n,m mit n < m, wobei

S,=o0 ( U i, Uj)l(zag?)) .

2,j=1
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2.3. Beweis der starken Grenzwertsitze Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

n)

OSm+tW, 1
€ ‘ — E(eesn"l‘twn 92:” n+1 Xitt i= n+1
[0, o)™ ") (@,

OSn+HWn R
— —E(e i=n+41<%i i=n+1 Vi n)

[W(0, )™

(da S, und W,, messbar bzgl. S,,)

05 W O Xttt U
= —E(e i=n+1 i i=n+1 z)

[W(0,1)]™

(nach Weglassen stochastisch unabhéngiger Bedingung)
- eGS"_HW" [E(eexl—i-tUl)]m—n

[W(0,1)]™

(da (X;) und (U;) identisch verteilt)

0Sn+tWn
[

u (ii): L = Ly(y) ist nach Definition eine Stoppzeit;
nach (i) gilt, dass (Y., Sm)men, €in Martingal ist;

E(Yy) existiert, denn:
efSL+tWr 5 (e|9||SL|+t||WL|)
- < -
[0, )18 ~ | [¥(0,1)]"|

Ol +K) iE (—e|t|Wl Tir— )
|, Y

=1

(o]
S 10|(y+K) Z (
=1

E|Y,|=E

IN

) P(L=1) <o
K

< 1, also fiir || geniigend klein und 6 > 6%, da
[4(6,1)]

fiir

L(y)
ISL| < [Spa| + [ Xz Sy + K, sowie |W,|=[Wi(y)| < Z|U| < L(y)K’

(denn es gilt: | X;| < K, |U;] <K' und
L=L(y) =Ti(y) =min{m > 0:S,, > y oder S, <0}).
Ferner gilt fiir geniigend kleines |t| und 6 > 0*:

/ Y| dP = / ¢
{L>m} {L>m}

[ (0, )™

L clorimie

0Sm+tWrm
dP

ST oo ™
T s m) — 0
= W@ o] =
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2.3. Beweis der starken Grenzwertsitze Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

denn nach dem Schwachen Gesetz der grofen Zahlen gilt:

P(L >m) < P(Sy, € (0,4)) < P(Sy > 0) — 0.

m—00

zu (iii): Mit dem Optional-Sampling-Theorem folgt fiir geniigend kleines ¢ und 6 > 0*:
E(YL) = E(V1).
eGSL+tWL 69X1+tU1
Bl )=p(-2 ) =1
[(0. 1)) E(efXi+ith)

Daher gilt:
Formuliert man die Aussage (iii) aus Lemma 2.3.2 um, so erhilt man fiir geniigend
kleines t und 6 > 6* folgende Gleichheit:

]

B(efSeHtWi=LeO.0) — 1 wobei ((6,t) = log(E (X1 HU1)) (2.5)
Im Folgenden wird nun wie angekiindigt bewiesen, dass P(I,(y) = 1) exponentiell klein
ist.
Lemma 2.3.3. Fir jedes v > 1 ist die Wahrscheinlichkeit P(1,(y) = 1) exponentiell

klein, d.h. es gilt:

0<6<P(I(y)=1e"Y <1 fir alle y > 0 und geeignetes 6 > 0.

Beweis. Wahlt man 6 = 6* und t = 0, so gilt nach Definition von 6* :
((6*,0) = log(B(e” 1)) = 1.
Somit folgt mit (2.5):

L= B(E5) = PU) = DB O 1() = 1) )
+P(I(y) = 0)B(e"**|1(y) = 0).
Ferner gilt:
(i) 6 > 0 nach Lemma 2.2.2
(i) y< Sy <y+ K falls I(y) =1 (siche oben)

(i) —L(y)K < S, <0 falls I(y) = 0 (siche oben)
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2.3. Beweis der starken Grenzwertsitze Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

Die Wahrscheinlichkeit P(I(y) = 1) lisst sich also nach (2.6) folgendermaken nach oben
abschétzen:

1= P(I(y) = )" VE(" v I(y) = 1) + P(I(y) = 0)E(" *F|I(y) = 0)
> P(I(y) = 1)e”?  nach (i) und (ii).
Umgekehrt folgt aber auch:
1= P(I(y) = )" VE(" Ct9|I(y) = 1) + P(I(y) = 0)E(e” *|I(y) = 0)
< P(I(y) = 1) e’ X + P(I(y) = 0)E(e” |I(y) = 0)  nach (ii).
Da zusétzlich die Teilmengenbeziehung {X; < 0} C {I(y) = 0} (falls X; < 0, so gilt
auch S; < 0 und somit I;(y) = 0) erfiillt ist, gilt
P(I(y) = 1)e”ve" > 1 — P(I(y) = 0)E(e" **|I(y) = 0)
=1—(P(I(y) = 0)P(X: < 0I(y) = 0)E(e” "X, < 0,1(y)
+P(I(y) = 0)P(X1 > 0|1(y) = 0)E(e" | X1 > 0,1(y) = 0)
= 1—-P(X,<0,I(y) =0)E(" X, <0,I(y) =0)
— P(X1 > 0,1(y) = 0)B(e" X, > 0,1(y) = 0)
>1-P(X; <0)B(" )X, <0)
— P(X; > 0)E(” 5 |X, > 0,1(y) =0)
>1-P(X; <0)E(”™ | X, <0)— P(X; >0) (nach (iii))
= P(X1 <0)E(1 —e"%1| X, <0).

0)
)

Also erhilt man
P(X, <0)E(1 —e" X1 X, <0) < P(I(y) = 1)e? Ve’ K.

Setzt man nun
§:=P(X, <0)E(1 - X; <0)e X,

so ergibt sich
6 < P(I(y)=1)""v.

Es sei angemerkt, dass 6 > 0 ist, denn es gilt £(X;) < 0, also P(X; < 0) > 0 und da
6* >0, folgtE(9X1|X1<O)<1bzw E(l—e"%| X, <0) > 0.
[l

Ein néichster Schritt in die Richtung, den Beweis der fast sicheren Konvergenz von %

bzw. % in Angriff zu nehmen, sind wie schon oben erwiahnt die folgenden Abschét-
zungen.
Lemma 2.3.4. Firy — oo gilt:

(522 1) -o()
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Beweis. Die linke Seite des Ausdrucks (2.5) E(efSt+tWi=L¢(0:)) = 1 ist analytisch und
somit unendlich oft stetig differenzierbar fiir alle § und |¢| geniigend klein.
Setzt man ¢ = 0 und leitet an der Stelle § = 6* ab, so ergibt sich mit ¢(0) = E(eX1):

A (051~ L1og((6)) _
d0E< )‘9:9* =0
/ 0)
E 0Sr,—Llog(4(6)) L ¢ ( —_
= (6 SL+( )¢<9) ‘9:9* 0

& B(e"H (S —¢'(0")L) =0 (da¢(67) =1)
Man erhalt also:
E((Sp —w*L)e” 1) =0,  wobei w* = ¢/(6*) = E(Xe” %) > 0. (2.7)
Weiteres Differenzieren an der Stelle 8 = * ergibt:

d2
do? 0=0+

s (s (Sr“’é ) -t [“33} S (5 50))) b

_E(ee*SL(SL_ * 2 |: ‘| Q*SL )
0= 0*

Es gilt also:
E((Sp — w*L)?e” ") = k(0")E(Le” ®t),  wobei k(0) = d% {ﬁ((g))} : (2.8)

B(51-L108(6(0))) ’

Nach dreimaligem Ableiten erhilt man schlieflich:

E((Sp — w*L)*e”5t) = 6k(0")E((Sy — w*L)*Le? 1)
+4K' (0")E((Sp — w*L)Le? 5r) (2.9)
—3(k(6%))*E(L*e”5t) + k"(60*)E(Le" L),

Im Weiteren werden nun schrittweise die folgenden Behauptungen bewiesen:

2.= B((S, — w*L)%e? ) = O(y?)

n
E((y —w*L(y))* I(y) = 1) = O(y?)
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u (i): Mit (2.7) folgt, dass
w*E(Le?5t) = B(S,e?5)
— P(I(y) = )"V E(S1” S| I(y) = 1)
+ P(I(y) = 0)E(Spe” | I(y) = 0)
gilt. Somit erhilt man fiir geniigend groftes y und geeignete C; und Cs:

B(LS0) = —[P(I(y) = )" B(S,e” 0] I(y) = 1)

+ P(I(y) = 0)E(Spe” 5| I(y) = 0)]
€ [Cry, Cayl.

Dies folgt aus Lemma 2.3.3, denn es gilt P(I(y) = 1) € [0, 1], sowie y < Sp <y+ K
unter I(y) = 1 bzw. —K L(y) < S, <0 unter I(y) = 0.

u (ii): Mit (2.8) und Behauptung (i) folgt, dass
E((Sp —w'L)*e" ") = k(0")E(Le” %) = O(y)
gilt. Ferner ist

D? = BSEeS) = PUI() = D VB(Sie 550 1) =
+ P(I(y) = 0)B(Sze” | I(y) = 0)
€ [C1y?, Cyy?]  (analog zu (i)).

1)

Man erhilt also, dass D? = O(y?).
Mit Hilfe dieser beiden Aussagen lisst sich folgern:

W2 B (L 50) — 2w B(SpLe? 1) + B(S2e751) = O(y).
Weiterhin folgt:

w2t = Qw*E(SLLee*SL) - O(yQ) + O(y)
< 2D + E.

Hierbei ist gerade D(y) = O(y) und E = O(y?).
Dies erhilt man aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und aus E(e
aus der Beschrianktheit von Sy :

51y = 1, sowie

E(SLLGQ*SL) < (E(Sieé*SL)E(LQeQ*SL))1/2 _ Df

Die grofste Wurzel aus dieser quadratischen Ungleichung in w* ist sicherlich durch Cy
fiir eine geeignete Konstante C' > 0 beschrinkt, also ¢ < Cy, da £ positiv ist, folgt

£ =0(y?).
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zu (iii): Nach Cauchy-Schwarzscher Ungleichung gilt:
B((S1 — " L)L) < (B((Si, - w' L)' 51) B(L254)) V2 = g
E((Sp, —w*L)Le"” 1) < (B((Sp, — w*L)2e? St B(L%e” 1)) /2 < \/néc.
Damit folgt zusammen mit (2.9):
n? = 6k(0")E((Sy — w*L)?Le? 1)
+4K' (0")E((Sp — w*L)Le? 1)
—3(k(0%))*E(L?e" 5 ) + K"(6*) E(Le” ")

< 6k(07)n€ + 4K/ (07)v/nEE — 3(k(07))%6* + K'(07) E(Le” )
= O(y)n + O(y?) nach (i) und (ii).

Somit erhdlt man analog zur obigen Argumentation im Beweis zur Behauptung (ii):
2 2
= 0(y).

zu (iv): Da nach Lemma 2.3.3
0<6<P(l(y)=1)e"Y
gilt, folgt mit (iii) unmittelbar, dass
E((Sp —w*L(y))'e” ®=|I(y) = 1) = O(y?).
Somit folgt mit der Minkowskischen Ungleichung:

E((y—w"L(y)* i (y) = 1)
= B((S —w*L(y) +y — Su)'[I(y) = 1)
< B((Sp —w L) 1(y) = 1) + E((y — S)|1(y) = 1)
< B((Sp —w'L(y))'e” v 9|I(y) = 1) + E((y — Su)' [ (y) = 1)
= O(y?)

da0< S, —y <K unter I(y) = 1.

Zusammen mit (iv) erhdlt man schlieklich die gewiinschte Aussage:

(102 -5 (B2 1) -o(2)

Lemma 2.3.5. Fiir y — oo gilt:

() 00-1)-o()
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Beweis. Der Beweis erfolgt ganz analog zum Beweis von Lemma 2.3.4.
Der Ausdruck (2.5)

E(e5rrtWi—LaO0) — 1 wobei ((6,t) = log(E (/X1 +t1))

wird nun dreimal nach ¢ an der Stelle ¢ = 0 abgeleitet, wobei man 6§ = 6* setzt. Man
erhalt:

E((Wy —u*L)e?’ %) = 0 mit u* = u(0*,0) = E(Ue” ), u(f,t) = %(9,1&) (2.10)
£7\2,.0%S « S : d*¢
E(Wp —u"L)%e” °t) = k(6",0)E(Le” °*)  mit k(0,t) = E(@,t) (2.11)
E((Wy —u*L)*" ) = 65(6*,0)E((Wy, — u*L)?Le’ 1)
4TS 0 B(Wy —w L)L) 2.12)

A’k

_ * 2E L2 0*Sy,
3(n(0", ) E(L250) + O

(0*,0)E(Le"51).

Nun gelten folgende Aussagen:

Die Aussagen (i) und (ii) wurden schon in Lemma 2.3.4 bewiesen.

zu (iii): Nach Cauchy-Schwarzscher Ungleichung gilt:

(W, — w L)*Le" ) < (B((Wy, — wL)'e” 5 ) B(L?" 1) = (o
B(Wy — w L)L %) < (E((W, —w*LY?e” 50 B(L?"54))/2 < \/Guge.
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2.3. Beweis der starken Grenzwertsitze Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

Damit folgt zusammen mit (2.12):

2 = 6k(0",0)E((Wy — u*L)*Le? 1)
dk

+4d—(9* 0)E((Wy — u*L)Le? 5r)
. 2 9*5y A’k . “s;
—3(k(6%,0))°E(L*" ") + dtz(e 0)E(Le”r).
< 6k (0", )cos+4 0)v/Co&é — 3(k £2+—<9* 0)E(Le” ")

dt?
= O(y)¢ + O(%?) nach () und (ii).

Die grofite Wurzel aus dieser quadratischen Ungleichung ist sicherlich O(y), also da (g
positiv ist, folgt (2 = O(y?).

zu (iv): Da nach Lemma 2.3.3
0<6<P(I(y)=1)e""
gilt, folgt mit (iii) unmittelbar, dass
E((Wy —u"L(y))'e” ] I(y) = 1) = O(y?).
Ferner ist
E(W, —uw'L)*| I(y) = 1) < BE(W, —u"L)*e” 529 I(y) = 1),

da0<S,—y <K unter I(y) = 1.
Somit erhalten wir

E((Wp —u'L)*| I(y) = 1) = O(y").

Zusammen mit (iv) erhdlt man nun die gewiinschte Aussage:

g ((Vf@? - ) 1) = 1) — £ (g W w0 100 =1) =0 (5.

denn unter I(y) = 1 gilt L(y) > 2%, day < Sp < L(y) K.

Sei nun y = n. Man geht wie angekiindigt in der Beweisfiihrung weiter vor, indem man
zunéchst zeigt, dass fiir alle v € {1, ..., j,,} (fiir ein geeignetes j,) unter I,(n) = 1 gilt:

(i)

L, 1 i
() — fast sicher
n n—00 w
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2.3. Beweis der starken Grenzwertsitze Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

(1)

*

U fast sicher

L,(n) n—oo

Oder anders gesagt, da PLrWIW)=1 — pr)=r W) (vergleiche Proposition 2.1.1), dass
fir alle v € {1, ..., 7, } gilt:
(i)
7v(n) — Ku(n)

—  fast sicher
n n—o00 w*

(i)
T (n)
Zi:ﬁy (n)+1 U’

7,(n) — K, (n) n—00

*

U fast sicher

Dabei wihlt man j, = [Alogn], wobei A eine feste Konstante ist mit

—Alog(l —P(0 < 51 < 8 < ... < Sppy—1 <1< 8y,)) > 1 (diese Eigenschaft benttigt
man im Beweis zu Lemma 2.3.8). Um die obigen Aussagen zu beweisen, stehen Lemma
2.3.4 und 2.3.5 zur Verfiigung.

7,(n) — Ky (n) 1

Lemma 2.3.6. lim max —| = 0 fast sicher.

=1,...,

Beweis. Aus Lemma 2.3.4 folgt, dass

E((m);m(y) _wi)) =0(§)7

also gilt insbesondere fiir y = n:

v AZ 1 !
E ((M - —> ) < % fiir geeignetes C' < oo, fiir alle n € N
n n

w*

Mit der Markov-Ungleichung folgt somit fiir alle ¢ > 0, dass

P((50)) .

>e | < < —. =
) = 4 = gip2 n2

Somit ergibt sich

oo [Alogn]

Sy p(jRiet

0o Alogn
D <OAZOgn

n=1 wv=1
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2.3. Beweis der starken Grenzwertsitze Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

Damit folgt zusammen mit dem Lemma von Borel-Cantelli, dass

[Alogn)

T(n) = Ky(n)

—|>¢e} | =0 firalee>0

gilt. Also ist auch

Lemma 2.3.7. lim max —u*| =0 fast sicher.

n—oo v=l1,....[Alogn]

Beweis. Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Lemma 2.3.6. Nach Lemma 2.3.5
gilt
4

B M U < g fiir geeignetes C' < oo, fiir alle n € N
7,(n) — Kk, (n) n?

Damit erhilt man zusammen mit der Markov-Ungleichung fiir alle ¢ > 0 :

4

Tv(n)
Zi:ﬁy(n)—&—l Uz *>
—r— —u

) s [Alogn] E <Tl,(n) — Ky(n)

Ty(n)
Zz Ky (n)+1 Ui *

_ > S
n=1 v=1 —h (TL) ! ) nz—; VZ; 84
%o [Alogn] * Jogn
<Z Z nQ—OEAZ PO
n=1

Also folgt analog zum Beweis von Lemma 2.3.6 mit dem Lemma von Borel-Cantelli,

dass )
Zi;ny(n)-i—l UZ %
—_— =0]=1
T,(n) — K, (n)

P | lim max
n—oo v=1,...,[Alogn]

gilt.

25



2.3. Beweis der starken Grenzwertsitze Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

Man hat nun also die Aussagen der Theoreme fiir ein Level y = n zur Verfiigung, wobei
ve{l,..[Alogn|}. Um dies zu verallgemeinern auf den Fall, bei dem y > 0 beliebig,
sowie v = min{k > 1: I;(y) = 1} ist, beweist man nun die folgenden zwei Lemmata.

Lemma 2.3.8. Die erste Exkursion zum Level n+1 stimmt fiir gentigend grofies n fast
sicher mit einer der ersten [Alogn| Exkursionen zum Level n iberein, d.h.

P(ki(n+1) = k,(n) fir einv e {1,...,[Alogn]}) =1

Beweis. Sei &, gegeben durch

&, ={keine der j, = [Alogn] Exkursionen, die durch (k,(n),7,(n),0,(n))veq,... ju}
gegeben sind, erreichen ein Level > n + 1}
Es gilt P(limsup &,) = 0, denn:

Nach Voraussetzung gilt P(X; > 0) > 0. Also existiert ein my € N, derart dass

PO< S <8 <. < Spp—1 <1< Sny)
=PO<Xi<Xi+Xo<. . <Xi+. .+ X1 <Xi+..+ X)) =1a>0.

Wiéhle nun A gentigend groft mit —Alog(1l — a) := v > 1, dann gilt:

P(&@) = P(Sﬂ,(n) - Snu(n) <n+1, STV(TL)JFI - Sriy(n) <n+1,.., SUu(n) - S"W(”) <n+1
fir alle v € {1,...,jn})

(da max (S; — Sk) < n nach Definition der Stoppzeiten)
ov—1(n)<k<I<t,(n)

In
= P(ﬂ{STV(n) — Sny(n) <n+1,.., Sgy(n) — Sm(n) <n+ 1})
v=1

In
= H P(ST,,(n) — Sn,,(n) <n+1,..., Sgu(n) — S,Qu(n) <n-+ 1)
v=1
(wegen stochastischer Unabhéngigkeit)
Jn
< HP(XTu(nHl <L X+ + Xomyre < 1o, Xopypr + oo+ Xoym) < 1)
v=1

(da S, (n) — Sk,(m) = n nach Definition)

In

< HP({O <Xi<Xi+Xo<. .. <X+ ...Xm0_1 <l<Xi+.. —|—Xm0}c>

v=1

. C
_ . in . [Alogn]
= (- apr = (1o < O

fiir geeignetes C' < o0,
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2.3. Beweis der starken Grenzwertsitze Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

C
denn (1 _ a)[Alogn] S C(]_ . a)Alogn — CnAlog(lfa) — _’Y
n

Es gilt also
oo o0 C
ZP(&L) < ZH < oo, davy>1
n=1 n=1

Damit folgt zusammen mit dem Lemma von Borel-Cantelli, dass P(lim sup &,) = 0 gilt.
Also gilt fiir geniigend grofses n mit Wahrscheinlichkeit 1, dass mindestens eine der

ersten [Alogn] Exkursionen zum Level n auch das Level n + 1 erreicht.
[l

Aus Lemma 2.3.8 kénnen wir somit schlieften, dass auch die erste Exkursion zum Level
y mit n < y < n + 1, fast sicher mit einer der ersten j, Exkursionen zum Level n
iibereinstimmt, also die ,Startpunkte” der Exkursionen fast sicher gleich sind:

k1(y) = Ky(n) fast sicher fiir geeignetes v falls n <y < n + 1.

Aber wie sieht es mit den ,Endpunkten” 7 (y) und 7,(n) aus?
Um also die Aussagen der Theoreme

(i)
T1(y) — K1(y) i fast sicher

Yy y—oo W
(ii)
T1(y)
2icmyn Ui .

U fast sicher

T(y) — riy)  wooo

(es gilt 71(y) — r1(y) = Lu(y), falls v = min {k > 1: Ii(y) = 1})
zu zeigen, bendtigt man noch eine Aussage iiber das Verhéltnis von 7,(n) zu 71 (y). Dazu
sel

Ti= swp min (n(y) - n0)
vt [S3,

Jetzt liegt es nahe zu zeigen, dass %" — 0 fast sicher, denn dann steht eine Konver-

n—~oo

genzaussage fiir 7,,(n) gegen 71 (y) zur Verfiigung, die es einem ermoglicht, die Aussagen
der Theoreme 2.2.1 und 2.2.3 vom Fall y = n auf den Fall y > 0 beliebig zu verallge-
meinern.

Lemma 2.3.9.

T*
-  —— 0 fast sicher.
n n—oo
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2.3. Beweis der starken Grenzwertsitze Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

Beweis. Essei M = max Sy (M ist fast sicher wohldefiniert, da E(X;) < 0) und J der

Zeitpunkt, bei dem M das erste Mal angenommen wird, also
J=inf{k>1:5, =M}

Dann gilt fiir alle £ > 1 fiir ein geeignetes b > 0 nach der Markov-Ungleichung, da
() = E(eP%1) < 1 fiir 0 < § < 0* (vergleiche Beweis zur Anmerkung 2.2.2):

P(J = k) < P(S, > 0) < E(fffk) — (B = (6(0))F = ™.

Also erhélt man
P(J>2k)=> P(J=i)<Y e =ety et =ctC (2.13)
i=k i=k i=k

fiir ein geeignetes C, d.h. J hat einen exponentiellen Zerfall.

Fiir alle Exkursionen zum Level n sei nun .J,(n) die Zeitspanne nach 7,(n), die bendtigt

wird, bis IEI%X (Sk — Sr,(n)) zuerst angenommen wird, also
T (n)<k

jy(n) = 1nf{] Z 1 . Sj+7—y(n) — S‘ry(n) = TI%%}ék (Sk — Sﬂ,(n))}
Betrachte nun einen beliebigen Wert y mit n <y < n + 1. Nach Lemma 2.3.8 gilt fiir
geniigend groftes n, dass die erste Exkursion zum Level y mit einer der Exkursionen
71(y) (da n <y) fiir mindestens ein v € {1,..., Jn}. Fiir dieses v und alle y mit n < y <
n + 1 gilt also:
max (Sk - Sﬂ,(n)) Z Sﬁ(y) - S’rl,(n)

k>7u(n)

und somit

Tr = sup min  (11(y) — 7,(n)) < max{Jy(n), Jo(n), ..., J;, (n)} =: J:.
Syl )

Also gilt fiir alle € > 0, da J und J,(n) dieselbe Verteilung besitzen:

iP<%>a>§ iP(§>a>



2.3. Beweis der starken Grenzwertsitze Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

Damit folgt mit dem Lemma von Borel-Cantelli, dass

n—oo

T T
P (limsup {=%> 5}) =P (hminf {=%> z—:}) =0 fiir alle e > 0.
n n—oo - n

*

T
Also gilt fast sicher —— — 0.
n

Jetzt steht alles zur Verfiigung, um die Grenzwertsétze 2.2.1 und 2.2.3 zu beweisen.

Beweis von Theorem 2.2.1.
Folgende Aussagen stehen zur Verfiigung:

(i)

v - hw 1 . . .
7v(n) = () ——  — fast sicher fiir alle v € {1, ..., j }
n n—oo W

nach Lemma 2.3.6
(ii)

 nax ky(n) = Kk1(y) fast sicher fiir geniigend grofes n fiir alle y € [n,n + 1)
SVS)n

v (n)<71(y)

(denn falls 7,(n) < 71 (y), so gilt auch k,(n) < k;(y) und nach Lemma 2.3.8
gilt fiir mindestens ein v € {1, ..., j,} : K,.(n) = K1(y))
(ii)
i, (A2=50)

1<v<jn n
v (n)<71(y)

—— 0 fast sicher fiir alle y € [n,n + 1)

n—oo

nach Lemma 2.3.9

Somit kénnen wir folgern

lim T1 (y> — k1 (y) — lim 1 (y) - maXlSVSjn,Tu(n)Sn(y) "iu(n)
Yy—00 y Yy—00 y

T1(y) — Fv(n)

(nach (ii))

= lim min
y—oo  1<v<j, y
Tv(n)<71(y)
= lim min ((Tl(y) _ T”(n>) + (TV<n) — ﬁu(”)))
y—oo 1<v<j, n n
o (n) <71 (v)

1
= — fast sicher (nach (i) und (iii)).

w

29



2.3. Beweis der starken Grenzwertsitze Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

Also erhédlt man schlieflich unter Ausnutzung der Tatsache, dass 71 (y) — k1(y) = L, (y),
falls v = min {k > 1: I(y) = 1}, die gewiinschte Aussage:

L,(y)

Y y—00 w*

fast sicher, falls v = min{k > 1: I;(y) = 1}.

Beweis von Theorem 2.2.3.

7'1(3/) Tu(n)
Sei W) := sup min Z U — Z Uil .
n<y<n+1 1<v<jn |. )
i=k1(y)+1 i=ky(n)+1
Dann gilt
* T *
=~ < sup min max W) — 7 (y) — max |U;] =% — 0
n n<y<n+l1 1<v<jn n n n—oo

v (n)<7(y)

fast sicher nach Lemma 2.3.9.
Man hat also

(i)
Zz m +1U Zz m,

min — 0 fast sicher fiir alle y € [n,n + 1)
1<v<jn n n—00
(1)
v (n)
Zi:m, (n)+1 Ul %

— u* fast sicher fiir alle v € {1, ..., j,,} nach Lemma 2.3.7.

n—oo

7,(n) — K, (n)

Somit ergibt sich

lim Z U;

i=k1(y)+1
by Ll e ¥

= lim min _— U+ ——F——— U, — U;

y—oo 1<v<jn | T,(N) — Ky(n i 7,(n) — Ku(n) orn i B

(da nach Theorem 2.2.1 lim ny) —my) = lim 7v(n) = f(n) gilt)

Yy—00 y n—o0 n

. . 1 Zz m +1U Zz KV

= lim - min —Ty( o ;)HU 7)) ( n

n) ) Ly

= u" fast sicher nach (i) und (ii) und nach Theorem 2.2.1 ( -
n w
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2.4. Fin zentraler Grenzwertsatz Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

Da unter v = min{k > 1: I;(y) = 1}
m1(y)
Wuly) _ Yitme Ui
Ly(y)  7(y) = riy)

gilt, erhélt man schlieflich die gewiinschte Aussage:

W, (y) u*  fast sicher, falls v =min{k >1: I;(y) =1}.
LV(Q) Y=o

2.4 FEin zentraler Grenzwertsatz

In diesem Abschnitt werden nun Aussagen iiber Linge und Zusammensetzung von
Sequenzstiicken mit hohem Score in Form von Folgerungen (siehe Korollar 2.4.2-2.4.4)
aus einem zentralen Grenzwertsatz (siche Theorem 2.4.1) getroffen.

Dazu seien die Notationen und Voraussetzungen wie bisher (siche Abschnitt 2.1), mit
der Ausnahme, dass die Zufallsgrofen (U;) hier Zufallsvektoren sein sollen.

Ferner sei vorausgesetzt, dass die (X;) entweder alle Gitterverteilungen der Spanne d
besitzen (d.h. d = sup{d € [0, 00] : PX1(6Z) = 1}) oder stetige Zufallsgrifen sind.

Um Verwechselungen zu vermeiden (im Beweis wird spater zunéchst der eindimensionale
Fall gezeigt), seien diese Zufallsvektoren und alle {ibrigen Vektoren fett gedruckt, d.h.
gegeben sei eine Folge von iid und beschrinkten Zufallsvektoren Uj, Us, ..., wobei die
U; = (Ua,...,Uyy,) von den X; abhéngig sein kénnen, aber unabhéngig von den X, i #
7, seien.

Dementsprechend sei im Folgenden

C(@, t) = 10g E’(eeX1+<t:U1>)7

wobei (t,Uy) = ", t;Uy; das Skalarprodukt der Vektoren ¢t = (t1,...,t,,) und U;
bezeichne.

0* sei wie bisher die eindeutig bestimmte positive Losung von E(e*1) =1,
bzw. von ((6,0) = 0 (Existenz und Eindeutigkeit siehe Anmerkung 2.2.2) und

d E(Xe’ % . ‘
o d_g(e*’ 0) = % (X, ) = 0. sowie
dC dC E(Ullee*Xl) E(Ulmee*)ﬁ)
= () = (S2(67,0), . —2(07,0) ) =
u (Uh ;Um) (dtl( 70)7 7dtm( a0>) ( E(ee*Xl) PIREES) E(ee*Xl)

= (B(Une"™), oo, E(Upe” 1)) =t E(Uze” ).
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2.4. Fin zentraler Grenzwertsatz Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

Aus dem folgenden zentralen Grenzwertsatz ergeben sich in den Anwendungen niitzliche
Aussagen iiber hochscorige Sequenzsegmente.

Theorem 2.4.1. FEs sei v der erste Index, fir welchen ein Score y angenommen bzw.
iiberschritten wird, d.h. v = min{k > 1: I;(y) = 1}. Dann gilt, dass

o Ty (y)
Voo W)
y k:Ku—l“l‘l
in Verteilung (y — oo) gegen eine mehrdimensionale Normalverteilung mit Erwartungs-

.....

d2¢

Oij = dtidtj (9*,0) = E((Ul — U*)1<U1 _ u*)jee*X1).

Bezeichnung im Folgenden: 4/ l ZZV:([y() 41 (U —u) m N(0,Y).
y v—1

Als erste Anwendung dieses Grenzwertsatzes erhilt man fiir den Fall Uy = X, eine
Aussage iiber die Lénge L,(y) = T, (y) — K,_1 von Sequenzstiicken mit hohem Score.

Korollar 2.4.2. Sei v =min{k > 1: I;(y) = 1}, dann gilt:

*

Yy — w Lo (y)) S N(O.0%) falls y — oo,
)

wobei 0% = B((X, —w)2e" 1) = B(X367%1) — B(X,e %12

Beweis. Sei Uy = Xj. Dann gilt nach Theorem 2.4.1 falls y — oo:

*

w *
?(SLV@ —w'L,(y)) o N(0, %)

mit 0% = E((X; —w*)2e”*1). Ferner gilt unter 1,(y) = 1 auch 0 < S, ) —y < K, denn
nach Voraussetzung gilt |X;| < K und somit y < Sr, ) = Sr,)-1 + X, <y + K.
Damit erhélt man fiir y — oo

\/%(SLV(Z/) — (SLuw) —v) —w'L,(y)) = %*(y —w*Ly,(y)) — N(0,07).
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2.4. Fin zentraler Grenzwertsatz Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

Im Folgenden interessieren wir uns wieder fiir die empirische Haufigkeitsverteilung von
Buchstaben in einem Sequenzenpaar hoher Ahnlichkeit (also mit hohem Score) bzw.
allgemeiner fiir die Haufigkeit des Eintretens eines Ereignisses A. Dazu sei

1 falls Xy € A

, AeB.
0 falls X ¢ A

Ui = Ia(Xy) = {

Korollar 2.4.3. Es sei A eine Borelmenge aus dem Wertebereich von Xy und v =

min{k > 1: Iy(y) = 1}. Dann gilt fir die empirische Hiufigkeitsverteilung u,(A;y) =

Ty (y)
k;KV_lJrl La(

Lu(y)

2 des Eintretens von A:

Ly (y) (1 (A y) — p*(A)) o N(0,¢")  firy — oo,

wobei p*(A) = E(Ta(X1)e? X1) und c¢* = p*(A) — p*(A)>2.
Ty (y) Uk

Beweis. Sei Uy = 14(Xy), dann gilt u,(A4;y) = % und p*(A) = w*. Damit
ergibt sich

w [y 1
L ( )(H’I/(A y \/>k — Uk_u )\/;\/T(y)

Nun gilt aber nach Theorem 2.2.1, dass L”T(y) — wi P-fast sicher unter I,(y) = 1 und

Yy—oo

Y 1 )
| <~ 1 P-fast sicher.
w* 4 /L,,(y) y—00

Dementsprechend gilt nach Theorem 2.4.1: /L, (y)(p. (A4; y) — pn*(A)) o N (0, ¢*) mit

somit

B((La(X1) — p(A))%" ™)
BE(T(X1)e” ™) = 25" (A) E(La(X1)e” ) + p* (A)?E(e” )
(A — p (A2, da E(e” %) =1und I3 = 1,.

o,
I

]

Genauso ergibt sich, falls X; diskret verteilt ist, fiir A = {s;}, also die relative Haufigkeit
i, (y) des Auftretens eines Buchstabens a; (z.B. eines Aminosdurenpaares) in einem
Segment mit hohem Score folgende Aussage:

Ly (y) (1 (y) — 107) o N(0,¢") fiir y — oo
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2.5. Beweis des zentralen Grenzwertsatzes Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

mit p* = pe? % und ¢* = p;e? s — (p;e?*1)? (siehe auch Korollar 2.2.4).

Sei nun wieder auf die alternativen Bezeichnungen 7, (y) und &, (y) zuriickgegriffen (siehe
(2.4)), fiir welche gilt:

T(y) — ki(y) = L,(y) =T,(y) — K,—1, falls v=min{k >1: I;(y) = 1}.

Korollar 2.4.4. Fiir y — oo gilt:

1 T1(y)

(U — u*) — N(0,%),
L.(y) k%ﬂ-l * V)

wobei ¥ = (0y;), 05 = BE(Uy — u*);(Uy — u*);e”X1).

Beweis. Es gilt

1 T1(y) Tu(y) y 1
(Uk - \/ Uk - U'*) e )
V Lu(y) Z k= Ku 141 w LV(y)

somit folgt die gewiinschte Aussage mit Theorem 2.2.1 und Theorem 2.4.1. m

2.5 Beweis des zentralen Grenzwertsatzes

Der zentrale Grenzwertsatz (siche Theorem 2.4.1) aus dem vorhergehenden Abschnitt
wird zunéchst fiir den eindimensionalen Fall mit v* = 0 gezeigt, d.h. es wird gezeigt,
dass fiir v = min{k > 1: I;(y) = 1} gilt:

G T (y)
J= Y o VO mito” = B(U2"%), (2.14)
y

k=K, _1+1

Anschliefend wendet man diese Aussage auf die Folge von Zufallsgrofen (U;) mit U; =
(z,U; — u*) an, fiir welche gerade u* = 0 gilt. Mit Hilfe des Satzes von Cramér-Wold
(siche Proposition 2.5.9) erhélt man damit die Aussage des zentralen Grenzwertsatzes
auch fiir den mehrdimensionalen Fall.

Um die Aussage (2.14) zu erhalten, geniigt es nach dem Stetigkeitssatz fiir Laplace-
Transfmmierte (siehe Proposition 2.5.8) zu zeigen, dass die Laplace-Transformierte von

NE~ Zk KV 11 Ur gegen die Laplace-Transformierte einer '(0,v*)-Verteilung konver-
glert (vergleiche Lemma 2.5.7) bzw. dass fiir alle ¢t € R gilt:

TV(U> 1 *
lim BV SRR V() = 1) = 3 (2.15)

Y—00
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2.5. Beweis des zentralen Grenzwertsatzes Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

Dazu werden insgesamt sechs Lemmata bendtigt. Wie auch schon im Beweis der starken
Grenzwertsitze werden dabei Eigenschaften des Waldmartingals (siche Lemma 2.3.2)
eingehen.

Da die (X;) und (U;) iid sind, sind es ebenfalls die Zufallsgrofen (I, (y)) und (L, (y)),
d.h. es gentigt, sémtliche Aussagen fiir die Zufallsgrofen I1(y) := I(y) und Ly (y) := L(y)
(manchmal auch als L abgekiirzt) und damit fiir K,_; = 0 und 7,(y) = L(y) zu zeigen.

Um zu der Aussage (2.15) zu gelangen, wird zunéchst folgendes Lemma bendétigt:

Lemma 2.5.1. Fs existiert ein 0(t) nahe bei 0* mit ((0(t),t) = 0 und unter der Vor-
aussetzung u* dC(Q* 0) = E(Ue?X1) =0 gilt fiir dieses 0(t):

1
§U—t2 + O(t%),

wobei v* = 55(6,0) = B(UZ1) und w* = %(6°,0) = B(X,e" %)

o(t) = 0" —

Beweis. Da die Funktion ((6,t) = log E(e?X1+U1) fiir geniigend kleines ¢ analytisch in ¢
und da ((6*,0) = log E(e?X1) = 0, sowie %(6*,0) = w* > 0 (also %(#*,0) invertierbar)
ist, existiert nach dem Satz {iber implizite Funktionen ein 6(¢) nahe bei 6*, welches
analytisch in ¢ ist, derart, dass ((0(t),t) = 0 gilt.

Nimmt man nun eine Taylorentwicklung um den Punkt (6*,0) vor, so erhélt man unter
der Voraussetzung u* = 0 folgende Darstellung von ((0(¢),t):

0=¢(0(¢),1)
= ¢ ((0(t) — 07,t) + (6%,0))
:gwmn+<%w*m(fw*m)w@—ﬂtw
+= (iﬁw*0ﬁ2+2ﬁéﬂm4»umw-m) Zéaw(nw(y-mf)

FIOW) =00 [00) 00 wit fO0) ~00) > 0

:O+Qﬁmﬂw@—ﬂﬁw+%wﬁ+0«ﬂﬂ—Wf+ﬂmﬂ—9ﬂ+§)
1
=W (O(t) —0") + Ev*tQ +O((0(t) — 0°)* + t|0(t) — 0| + t7).
Daraus folgt aber auch, dass
1
lw*(0(t) — 0")| = 5'0*252 +O((0(t) — 0%)* + t|0(t) — 0% + 7],

und somit, da (6(t) — 6*)? + t|0(t) — 0*| + 3 = O(1) fiir (6(t) — 6*,t) — 0, dass
0(t) — 0* = O(t*) gelten muss. Wir erhalten also fiir ¢ nahe bei 0:

ozwwm—mwéwﬁ+mﬁ+w b,

_*_1’0_*2 3
0(t) = 0" — 512+ O(F")
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Berechnung von v* :
S

* 0* _
v =3 —(6%,0) =

E(Ue” ) E(e” ) — (E(Uie”*))?
(E(e”*1))?

da E(eX1) = 1, sowie E(U;e?*1) = u* = 0. ]

— B(U2" ),

Im Folgenden sei 6(¢) wie in Lemma 2.5.1 gewéhlt. Man betrachtet nun 6(¢,) mit ¢, :=

£/
y
Mit Hilfe von Lemma 2.5.1 lisst sich nun die folgende Aussage beweisen.

Lemma 2.5.2. Unter der Voraussetzung u* = E(Uye? X1) =0 gilt:

lim E(eft)SttaWe _ o0°Si1(y) = 1)P(I(y) = 1) = 0.

Yy—oo

Beweis. Nach Lemma 2.3.2 (,Eigenschaften des Waldmartingals®) gilt fiir geniigend
kleines ¢t und € nahe bei 6*:

E(GHSL-FtWL—LC(e(t)vt)) =1.

Insbesondere gilt fiir ¢ = 0 und 6§ = 6* :
E(e5r) = 1.

Ferner folgt mit Lemma 2.5.1, dass ein (¢) in der Nihe von 6* existiert mit ((0(t),t) = 0.
Dieses 6(t) wihlen wir nun, wobei wir ¢, = ¢, /”7* einsetzen. Wenn wir y gentigend grof

wihlen, konnen wir Lemma 2.3.2 anwenden (denn dann liegt (6(¢,), t,) nahe bei (6*,0)).
Wir erhalten also, da ((0(¢,),t,) = 0:

E(e(?*SL) —1= E(ee(ty)SL+tyWL>
und somit
0= B(Xt)SittuWe _ 051
= B — S () = PI(y) = 1)
+ B(S N S 1(y) = 0)P(1(y) = 0).
Es geniigt also zu zeigen, dass

lim E(eft)SttaWe _ o051 1(y) = 0)P(I(y) = 0) = 0.

y—o0
Dieser Ausdruck ldsst sich auch folgendermafen darstellen
B(S M S 1(y) = 0)P(1(y) = 0)
= B("W% — 5 I(y) = 0)P(I(y) = 0)
+ B ("W (L — e I (y) = 0)P(I(y) = 0).
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Unter I(y) =0 gilt —LK < Sp <0 und somit existiert ein C' derart, dass
SL 0751 < C\0(t,) — 07|

Da C ]9@ o) g

— 0 (denn 6(0) = 0*), gilt also

Yy—00

E(e")5r — 7St I(y) = 0)P(I(y) = 0) — 0.

Yy—oo

Zu zeigen bleibt, dass auch der zweite Term aus obiger Gleichung gegen 0 konvergiert.
Dazu schitzen wir diesen folgendermafsen ab:

B(0S 0 (1= ) 1(y) = 0)P(I(y) = 0)

< B(e"VE(1— e )| I(y) = 0)P(I(y) = 0)  (da "™ < 1)
Z eWE(1—e W) |I(y) = 0,L =n+1)P(L =n+1|I(y) = 0)P(I(y) = 0)

VR 1]1(y) —0)

n=0

1 > o K,
=Cni—+ ) JVEE D pop 1 1(y) = 0) (2.16)
\/y n=N

fiir alle festen /N und fiir y geniigend grof, wobei Cy; eine passende Konstante ist, die
von N und ¢ abhéngt.
Nun folgt mit der Markov-Ungleichung, dass

E(e%r)

P(L=n+1|I(y) =0) < P(S, > 0) < =

= (E(™))r = et (2.17)

fiir ein geeignetes b > 0 (nach Anmerkung 2.2.2 fiir 0 < 6 < 0*). Durch geeignete Wahl
von N lésst sich also erreichen, dass der Reihenterm in (2.16) beliebig klein wird und
somit, dass

E(e/t)SittaWe (1 _ o=tWiy [ (y) = 0)P(I(y) = 0) — 0.

Yy—oo

Damit folgt die gewiinschte Aussage. O

Ein néchster Schritt in die Richtung, die Konvergenz

w* v (
lim BT ZR U () = 1) = €3
y—o0

zu etablieren, ist der Beweis des folgenden Lemmas.

Lemma 2.5.3. Sei u* = E(U;e? *1) = 0. Dann gilt fiir alle t € R:

eV WL 0%(S1- D|I(y) = 1) . d2¢
: Ly . * * 2 _0*X,
yhﬂrgo B G I(y) = 1) =e2"" | wobei v = —(0,0) = E(Ufe” *1).
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Beweis. Nach Lemma 2.5.2 gilt:
<E<6<9“y>9*>5Le9*<5”>etﬁww<y> = 1) = B I(y) = 1>) VP(I(y) = 1)

_ E(eé)(ty)SL-i-t\/“ijL . 69*5L|I(y) _ l)P(I(y) _ 1) 0.

Yy—oo

Per Division durch E(e?":=%)|I(y) = 1) > 0 ergibt sich also

F(e0t)-6951 0% (S.—9) V5 WE () — 1 )
(e e* ¢ 11(y) ) —1]e"vPI(y)=1) — 0.
B G a[1(y) = 1) .

Ferner gilt nach Lemma 2.3.3, dass e’ YP(I(y) = 1) € [§,1] fiir ein § > 0, somit erhilt
man

E(e(a(ty)_e*)SL66*(SL—y)et\/%WL’[(y) =1)
1.
B S19[I(y) = 1) o
Nun besitzt §(t,) nach Lemma 2.5.1 folgende Darstellung:

v* w* 2 g [W* 3/2 t2 1
=5z (f5) o2 (5) ) -r-mrro ().

setzen wir also

. t? 1
o(t,) — 0 z—@v + O A

in obige Konvergenzaussage ein, so erhalten wir

E(e(*%”*w(y_w))&69*(5L‘y)et\/w77mU(y) =1)
1.
B Gi[I(y) = 1) =

Nun gilt aber, dass

t2 « —3/2 1
(=55 v"+0(y /2))S1 e~ 2
Yy—0o0

t2v*
)

e

denn aufgrund der Beschrinktheit (y < S; <y + K) unter I(y) = 1 gilt — 1.

Damit folgt die gewiinschte Aussage:

S
Y

BTV S0 I(g) = 1)
E(e” = y>|f( ) =1

) oo
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Um nun zu zeigen, dass

BV I(y) = 1) — 3,
Y—00
brauchen wir nach Lemma 2.5.3 also nur noch die asymptotische Unabhangigkeit von
Wy und Sp, —y unter I(y) = 1 zu zeigen. Dazu werden zwei weitere Lemmata benotigt.
Auferdem wird uns folgende Proposition hilfreich sein, welche z.B. in einem Artikel von
Iglehart (,Extreme values in the GI/G/1 queue®; siche [12]) bewiesen wird.

Proposition 2.5.4. (siehe [12], Lemma 1 und Theorem 1)
Es sei X, eine Zufallsgrife und es existiere eine Zahl v # 0 mit E(e?1) = 1,
E(X1e7) = p, < 00 und es gelte E(X;) < 0.
Falls X1 keine Glitterverteilung besitzt, so gilt
(1) lim P(I}legisk > y)eW = e* fir ein e mit 0 < e* < 0o

Yy—oo

(#) lim P(Orgix Sk > y)e = (1 — E(e¥5))e* fiir ein e* mit 0 < e* < 0o.
Yy—00 SRRSO

Falls X1 eine Gitterverteilung der Spanne d besitzt, d.h.
d=sup{d € [0,00] : PX1(6Z) = 1}, so gilt

(i) lim P(rkn%(Sk > nd)e"™ = &* fir ein € mit 0 < &* < 0o

n—oo

(i7) lim P(ogll?g Sy, > nd)e’? = (1 — E(e757))e* fiir ein ¢ mit 0 < &* < oo.

Fiir den Beweis des zentralen Grenzwertsatzes wurde bereits vorausgesetzt (siehe Ab-
schnitt 2.4), dass die (X;) entweder alle Gitterverteilungen der Spanne d besitzen oder
stetige Zufallsgréfien sind, so dass wir diese Proposition im Folgenden anwenden konnen.
Es sei —a < 0 < b. Wir benotigen die folgende Notation:

L(—a,b) :=inf{k>1:5; ¢ (—a,b)}

[( b) 1 falls SL(fa,b) > b
—a’ L=
0 falls Sp—ap) < —a

Lemma 2.5.5. Es sei Z~ die erste nichtpositive Partialsumme von (S,,) und o der erste
Index, bei dem der Prozess die positive Achse verlisst, d.h. o = inf{k >1:5, <0}
und Z~ = S,. Ferner sei F(y) die Verteilungsfunktion von nax Sk, sowie M(y) die

Verteilungsfunktion von rilggcsk. Dann gilt:

(i) lim B(e” 0 |I(y) = 1) = e s = L fiir ein €, 0 < e” < 00
[e.e] Yy—00
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(i) lim B(e" S0 | (~a(y). ) = 1) = oty = & fir vin e’
a(y)—oo

0 < e* < oo, fir alle a(y).

Falls X eine Gitterverteilung besitzt, so gelten diese Aussagen ebenso. Dabei sind y
und a(y) Punkte des Gitterfeldes.

Beweis. Die (X;) seien zunéchst stetige Zufallsgrofen. Die Voraussetzungen fiir Propo-
sition 2.5.4 sind mit v = 6* und p, = w* erfiillt. Es gilt also, da Z~ = S,, dass

lim (1 — M(y))e?V =e*  sowie
y—00

lim (1 — F(y))e”? = (1 — E(e”#7))e* fiir ein e*, 0 < e* < c0.

Yy—o

(2.18)

zu (i): Nach Anwendung des Optional-Sampling-Theorems (vergleiche Lemma 2.3.2:
sPigenschaften des Waldmartingals®) erhélt man

1= E(e""r)
= P(I(y) = Ve E(" 7 |1(y) = 1) + P(I(y) = 0)E(e” *|1(y) = 0)
= (1= F(y)e" " E(e" | I(y) = 1) + F(y) B(e" |1 (y) = 0),

denn es gilt (da S, die erste nichtpositive Partialsumme ist):

P(I(y) = 0) = P(max Sy <y) = F(y).

0<k<o

Stellt man diesen Ausdruck um, so ergibt sich

lim B(e" e I(y) = 1) = lim L= FWEE ) =0)
)

y—oo y—oo e?v(1 — F(y)
 1-E(7)
lim e?v(1 — F(y))
Yy—oo
(da lim PEONW=0 = po 5 —inf {k > 1: S}, < 0})
Yy—00
1— E(e?%7)

1
= — h 2.18).
A= E@7)) o (Rach218)

zu (ii): Die zweite Aussage ldsst sich vollig analog beweisen. Nach Anwendung des
Optional-Sampling-Theorems ergibt sich

1= E(eﬁ’*sL(—a(y),y))
= P(I(—a(y),y) = )" VE(e” Crewn | (—a(y),y) = 1)
+ P(I(—a(y),y) = 0)E(e” > - |I(—a(y),y) = 0)
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Nun gilt:
lim  P(I(—a(y),y) = 1) = P(maxS, > y) = 1 — M(y),

a(y)—oo k>0

denn falls I(—a(y),y) = 1, so gilt Sr(—a(y),y) = v und somit rkn%{Sk > y. Andersherum
folgt aus r?ggsk >yauch lim I(—a(y),y) = 1. B

2 a(y)—o0
Somit erhilt man
limy B(e”Sus0 9| (~a(y), ) = 1)

Yy—oo
a(y)—oo

1-— M(y)E(ee*SL(—a(y),y) |](_a(y)7 y) — 0)

= i
T (1= M(y))
1
= lim ea*y(l — M(y)) (da SL(fa(y),y) S _a(y) unter ](_a’(y)a y) = O)
y—00
1
= — (nach 2.18).
e

Falls die X; nun gitterverteilt sind mit der Spanne d, lasst sich Proposition 2.5.4 analog
anwenden mit y = nd. Die Aussagen des Lemmas folgen also ebenso fiir den Gittertyp,
dabei sind y und a(y) Gitterpunkte. O

Der Ubersichtlichkeit halber werden im weiteren Verlauf folgende Bezeichnungen ver-
wendet:

() i= BV S e S| (y) = 1)
D(y) = BV T Voo o Srorv)| (y) = 1),
Mit diesen Bezeichnungen stehen bereits folgende Aussagen zur Verfiigung:

. Le2gs o .
(i) ylggoE(e"*(sLF(zgll(y) 5= 2" (siehe Lemma 2.5.3)

(i) lim E(e?2=9|I(y) = 1) = L (siehe Lemma 2.5.5 (ii)).

"
y—00 €

Um also zu der gewiinschten Aussage

Tu(y 142, %
lim E(e W R ML (y) =1) = ezt

Yy—oo

zu gelangen, miissen wir noch zeigen dass

lim I'(y) = — lim E( t\/iw“y)

Yy—o0 €* y—oo

=1)

gilt. Dazu werden wir zuniichst beweisen, dass die Grenzwerte von I'(y) und I'(y) iiber-
einstimmen, und anschliefend, dass

lim I'(y) = = lim E(e W5 Weety =1) gilt.

y—00 e* y—oo
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Im Folgenden sei a(y) = y — logy und y hinreichend grofs gewihlt, so dass logy > K
gilt (K derart, dass | X;| < K).

Lemma 2.5.6. Es gill:  lim D(y) = lim I'(y).

Yy—0o0 Yy—00

Beweis. Man zeigt zundchst, dass

IT(y) — T(y)| < " “D(y)I'(y)

fiir ein geeignetes D(y), welches spiiter genauer angegeben wird, und danach, dass dieses
D(y) fiir y — oo gegen 0 konvergiert. Die Aussage des Lemmas folgt dann aufgrund
der Existenz und Endlichkeit von lim I'(y).

y—00

Nach Voraussetzung sind die X; und U; beschriankt, d.h. |X;| < K, |U;| < K, also
|Wp| < K'L. Ferner gilt unter I(y) = 1, dass Sy, —y € [0, K] und somit:

I ﬁwau QWU_W a(y * y) —
D(y) = D()| = [E(e'V 5 Voo (V5 Vo= Weewn) _ )¢ S| 1(y) = 1)
_ / (2.19)
< GG*KE(et\/TWL(a(y |t\\/ “K'(L(y)—L(a(y))) )|]( ) 1)'
Man betrachtet nun die o-Algebra
S :=0(51, -, Setaw)s Wiy oo, Wiay) L(a(y)), I(y) = 1).

Ferner bezeichne G, die Verteilungsfunktion von Sy unter I(y) = 1, d.h. Gy(§) =
P(Sia) < €1(y) = 1). Nach Voraussetzung gilt a(y) =y —logy < y, da logy > K,
somit impliziert I(y) = 1 auch I(a(y)) = 1, also liegt Sp((y)) unter I(y) = 1 im Intervall

la(y), a(y) + K]. Da ferner (elt‘\/%K/(L(y)_L(a(y))) — 1) messbar beziiglich der o-Algebra
S ist, gilt

BNV Witet (I K (E0)-Llaly _1>|I< )=1)
_ E (6tﬁWL<a<y>)E(€t|ﬁKl(L L(a 1| S ‘I >

_ E(et\/ - Weiay))

a(y)+K o e
./( ) E(em “-K'(L(y)—L(a(y))) _ 1|](y) =1, SL(a(y)) < S)de(é)‘l(y) _ 1>
aly

w* a(y)+K w* 7
_E (gﬁmm [ BT gy ) = 106, )] 1) - 1) .
a(y)

(2.20)
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Mit der Bezeichnung

D(y):=  sup  EENVTEHE) yjpgy g =1)

a(y)<é<a(y)+K

folgt nun mit (2.19) und (2.20):

T(y) — P(y)] < KD EEV T Ve 1(y) = 1)
< KD BN T e S |1 (y) = 1)

da S, >y unter I(y) = 1)
" X D(y)(y)

Wie schon oben angemerkt, geniigt es nun zu zeigen, dass D(y) — 0.
y—00

Q¢ 4 bezeichne die Verteilungsfunktion von L(—&,y — &) unter I(—¢§,y — &) = 1. Damit
gilt:

D(y) = sup E(e\tl “-K'L(=§y—¢) _ UI(=€,y —€) = 1)

a(y)<€<a(y)+K

= sup (/ elt\/?K'de&y@)) 3
a(y)<é<a(y)+K \Jo

y1/4 w* 71 o —

= sup (/ e|t\\/;K $dQ£7y(I) ‘I’/ €|t\\/;]( mngvy(J;)> 1
a(y)<é<a(y)+K NJo 1/

< e sup (/ eltﬁK’”ng,y(x)) -1

a(y)<é<a(y)+K yl/4

Es gilt (el!Ve"K'v™* _ 1) — 0, es bleibt also zu zeigen, dass

Yy—oo

sup (/ (€|t\/?K/x)dQ§7y($)) — 0.
a(y)<é<a(y)+K \Jyl/4 Y00

Folgende Teilmengenbeziehung ist erfiillt:

n>x
denn unter I(—&,y — &) = 1 gilt L(—&,y — &) = inf{k>1: 5, >y —&}; falls also
L(—=&,y—&) > x, so existiert ein n > x mit S, > y—¢; da £ im Intervall [a(y), a(y) + K]
liegt und nach Voraussetzung y — a(y) = logy > K fiir alle y gilt, ergibt sich S,, >
y—§=2y—aly) =logy > K >0.

Falls I(y — &) = 1ist, gilt Spy—¢) >y —&§ und S > 0 fiir alle 1 < k < L(y — &) und
somit auch S > —¢ firalle 1 <k < L(y — &), also I(—¢,y — &) = 1, folglich gilt

{Ily =& =1} c{I(=&y - & =1}. (2.22)
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Mit diesen beiden Teilmengenbeziehungen lisst sich 1 — Q¢ ,(z) folgendermafen ab-
schétzen:

1= Qeylr) = P(L(—&,y — &) > a|I(=&y — &) = 1)
P(L(=&y—§ >m I(=&y—§=1)

PI(=§y—¢) =1)
P(U,z, {Sn = 0}
< Py —€) = 1) (nach (2.21) und (2.22))
< 2ne P(5n 20)
T PUy-¢=1)

Nach Lemma 2.3.3 gilt P(I(y — &) = 1) > §e~% =9 fiir ein § > 0, ferner folgt mit der
Aussage (2.17), dass P(S,, > 0) < e~ fiir ein b > 0.
Also erhélt man:

ZZO T einb _ e_br 1 _ 0* —bx
1- Qf y( ) = §e—0"(y—9) - Se—0" =61 — b - Oly € (223)
mit C; := m, day— & <logy.
T . . Q
Mit Hilfe einer partiellen Integration (wobei f(z) = = ¢ ek “und ¢'(z) = =52(x))

erhilt man fiir geniigend grofes y

/ elt‘\/w;*K,deg ()
y1/a ’
:e‘ﬂ\/%K’:EQ _’t‘ / K/ ‘t|\/»Kl
:e\tIEK'W_elfIEK'y““+e't'¢?“Q el 4—!t|\/”—f<” 1/46't'ﬁ“@ay<x>dx

IR g ST [Ee [

1/4
K’ —1/4 K'z
IV Qe () + [ty |- K/IM”Vi (1= Qey(w))de

< e\th/EK’y—l/“Cly@*efby”“ + |t] /_K’ e‘ﬂ\/;K “Cry? edr  (nach (2.23))
Y 1/4

* 1!, —1/4 * _po1/4
< C e|t\\/w K'y yH e by

< 036_§by

1/4

Es ergibt sich also schliefllich

Diy)=  sup (/ <e'tﬁ”ﬂ”>d@g,y<x>)scge—%by“ﬁo
yl/4

a(y)<é<a(y)+K Y—00
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und somit folgt die gewiinschte Aussage

ID(y) — T(y)] — 0.

Yy—oo

]

Mit den bisher gewonnenen Aussagen sind wir nun in der Lage, unser schon formuliertes
wZwischenziel“ (siehe (2.15)) zu beweisen:

Lemma 2.5.7. Sei u* = E(U;e” *1) = 0. Dann gilt fiir alle t € R:

w* T (y) « «
lim E(et\/jz’“:}gV*I“UkHV(y) =1)= er™" | wobei v* = E(U2e” ).

Yy—oo

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 2.5.6 sei die o-Algebra S durch

S =0(S1, ., Siiaw) Wi, s Witaw)), L(a(y)), I(y) = 1)

und die Verteilungsfunktion von Sy, unter I(y) = 1 durch G, gegeben. Da e?" (=)
messbar beziiglich S ist, lisst sich T (y) folgendermafien darstellen:

f(y) = E(@tﬁwua(y))e@*(&—y)|_]<y> =1)
=F (6tﬁWL(a(y))E(69*(SL_y)| 3)‘]@) — 1)

— E (etﬁWL<a(y)>E(eg*(SL_SL(a(y))_(y_SL(a(y))))| 3)‘](y) — 1)

o a(y)+K .
= (V5 [ (e Sucanno O 1(—g y — € = 146y (€)| 1) = 1)

a(y)

Nach Lemma 2.5.5 (ii) gilt nun, dass der Integrand fiir alle a(y) < £ < a(y) + K gegen
ei* konvergiert, d.h.

B(e" u-e-0 0| [(£,y —£) = 1) —
y—oo e*

Falls die X; eine Gitterverteilung besitzen, gilt eine entsprechende Aussage, wobei das

Integral einer Summe entspricht.

Wir erhalten also

. 1 i
lim I'(y) = — lim E(et\/jwua(y))u(y) =1).

Yy—oo e* y—oo
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2.5. Beweis des zentralen Grenzwertsatzes Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

Ferner gilt
|E(et\/¥WL<y>|] —1) — t\/¥WL<a(y))|](y) — 1)
< |B((eV 5 Wew — thua(y {101 () = 1)]
(da ¢ 279 > 1 unter I(y) = 1)
= |I'(y) = T'(y)| i~ 0 (nach Lemma 2.5.6),

also
lim B VITVe| () = 1) = = lim VT Wi | 1() = 1).

Somit ergibt SlCh mit Lemma 2.5.6 die Aussage

lim I'(y) = — lim E(e \/7WL|I =1).

Yy—00 6 Yy—00
Da ferner nach Lemma 2.5.3
['(y)

L2y
L S =1)
und nach Lemma 2.5.5 (i)
* 1
lim E(ea (SL_y)|I(y) =1)= —
y—00 e
gilt, folgt
lim E(e'VTVe|I(y) = 1) = 3"
y—00
Da die (X;,U;) iid sind und somit auch die Zufallsgroken (7, (y)) und (Wp, () (es gilt
Wi, = f;(fy()uilﬂ Uy) ist die Aussage des Lemmas bewiesen. ]

Um nun schlussendlich den zentralen Grenzwertsatz dieses Kapitels (siche Theorem
2.4.1) beweisen zu konnen, werden an dieser Stelle noch zwei Propositionen zitiert:
der Stetigkeitssatz fiir Laplace-Transformierte (bzw. eine Folgerung daraus) und der
Satz von Cramér-Wold. Der Stetigkeitssatz fiir Laplace-Transformierte wird z.B. durch
Alsmeyer (siche [2], S.233-234) bewiesen, der Beweis vom Satz von Cramér-Wold ist
7.B. bei Schmitz nachzulesen (siehe [19], S.248).

Die Laplace-Transformierte einer nichtnegativen Zufallsgrofe X ist fiir ¢ > 0 gegeben
durch

ex(t) = /OOO e "dPX(x) = E(e™™).

Proposition 2.5.8. (Stetigkeitssatz fiir Laplace-Transformierte)

(siehe [2], Korollar 45.8, S.235)

Fir eine Folge (P,)nen, endlicher Mafe auf ([0,00),B,«)) mit Laplace-Transformier-
ten (©n)neno gilt: (Pp)nen konvergiert genau dann schwach (d.h. mit unseren Bezeich-
nungen in Verteilung) gegen Py, wenn die Folge (¢n)nen auf [0,00) gegen o konvergiert.

46



2.5. Beweis des zentralen Grenzwertsatzes Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

Proposition 2.5.9. (Satz von Cramér-Wold) (siche [19], S.248)

Es sei (Xp)nen, €ine Folge von m-dimensionalen Zufallsvektoren. Dann gilt PX» ﬁ
v

PXo genau dann, wenn

P W) pEXol - fir alle z € R™ mit |z| = 1.

Nun sind wir in der Lage, den zentralen Grenzwertsatz 2.4.1 zu beweisen.

Beweis von Theorem 2.4.1. Nach Lemma 2.5.7 gilt, falls u* = 0, fiir alle t € R, dass
Ty (y) 1 *
lim E(e \/>Z’f K©yoa41 U IL(y)=1) = ezt™",
Y—00
Insbesondere gilt also fiir alle ¢ > 0:

(1) 11my—>oo E(e “- Zk K _1+1 Ukl] ( ): 1) — 6%7521)*

(11) hmyﬂoo E(e(—t)(— Zk Ku 1+1 )|L,(y) _ 1) _ e%tzv*_

Falls die Zufallsgroke Y := , /<~ ;‘:” Iy{)y _+1 Uk nichtnegativ ist, so ist der linke Ausdruck
von (i) gerade die Laplace—Transformlerte von Y unter I,(y) = 1, sowie e2™?" die

Laplace-Transformierte einer N/ (0, v*)-Verteilung. Es gilt also fiir alle ¢ > 0:

o s ) = enoen(®)

k=K, _1+1

Falls die Zufallsgrofe Y negativ ist, so gilt, dass der linke Ausdruck von (ii) die Laplace-
Transformierte der (positiven) Zufallsgrofe —Y ist, also gilt fiir alle ¢ > 0:

2 \/72%@) (t)?l_)—o;@/\f(o,v*)(t)‘

k=K, 141U

Mit dem Stetigkeitssatz fiir Laplace-Transformierte (sieche Proposition 2.5.8) folgt also
(unabhéngig davon, ob Y nichtnegativ oder negativ ist), falls u* = 0:

Tu(y)
1/ Z Uk o N(0,0*) unter I,(y) =1 mitv* = BE(U2" ™). (2.24)

k= KV 1+1

Seien nun Uj, Us,... wie im Theorem iid und beschrinkte Zufallsvektoren und z =
(21, ..., Zm) €in reeller Vektor mit |z| = 1.

Wéhle nun U; = (z,U; —u*) =0 2 (U — ), 1 €N

¢ ist also hier durch ¢(6,t) = log E(e?X11%2U1=%")) gogeben. Somit gilt

dg

* _ 0* X1
w d9< ,0) = B(Xe” )
% dC % * * *
YT —(67,0) = E(E 2 (Ui — uz)e” ™) E 2(B(Une” ™) —up E(e” X)) = 0,

k k
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2.6. Anwendungen Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

da E(Upe? X)) =}, E(e*1) =1.
Mit (2.24) erhalten wir daher

¥ T (y)
Ve Y U u) — N0
Y e, 11 V)

unter I,(y) = 1 mit v* = E((z, Uy — uw*)2e?X1). Abschliefend folgt mit dem Satz von
Cramér-Wold (siehe Proposition 2.5.9) die gewiinschte Aussage:

* T (y)
”w_ Z (U; — u™) o N(0,%) unter I,(y) =1
y k=K, 1+1 (

-----

2.6 Anwendungen

Wie in der Einfithrung (Kapitel 1) motiviert, geht es in den biologischen Anwendungen
unter anderem darum, DNA- bzw. Proteinsequenzen miteinander zu vergleichen, um
so Aufschluf iiber den Verwandtschafts- bzw. Ahnlichkeitsgrad der Sequenzen zu ge-
winnen. Wir ordnen nun also wie zu Beginn nicht mehr einer Sequenz, sondern einem
Sequenzenpaar einen gemeinsamen Score zu. Formal ersetzt man also bei zwei Squen-
zen p;, q; und A durch papj, o, und A? (vergleiche Anmerkung 1.2.3) bzw. bei drei
Sequenzen durch pg)pg), i,7 € {1,2,3}, gap und A? (man vergleicht hier je zwei der
drei Sequenzen).

Die Resultate dieses Kapitels seien nun zunéchst auf auf den Fall iibertragen, bei wel-
chem man zwei Sequenzen miteinander vergleicht, sowie auf den Fall, bei dem drei
Sequenzen miteinander verglichen werden.

2.6.1 Vergleich zweier Sequenzen

Wir haben die gleiche Ausgangssituation wie in Beispiel 1.2.2.
Gegeben sei ein Buchstabenalphabet A = {ay,...,a,}, sowie ein Paar von zwei unab-
héangigen, identisch verteilten Sequenzen mit Eintrégen aus diesem Buchstabenalphabet

Ar, o, A,
Al AL

Sei nun (X;)eq1,...ny eine Folge von Zufallsgrofen mit X, := X (A;, A}), 1 <i < n, wobei
X A% = {sap5 | a,B € {1,...,7}} jedem Buchstabenpaar (a,,as) einen Score s, g mit
der Wahrscheinlichkeit p,pj; zuordnet, also

P(X(Aj, &) = sa5) =papy, 1<i<n.
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2.6. Anwendungen Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

Nun stellt sich in den Anwendungen die Frage nach einem geeigneten Scoresystem.
Wieviele verschiedene Scorewerte bendtigt man eigentlich? X kann theoretisch r? Werte
annehmen, aber da es in den Anwendungen in der Regel keinen Unterschied macht, ob
ein Paar (a;,a;) oder ein Paar (a;,a;) von Aminosduren bzw. Nucleotiden auftritt,
wird es bei einer Scorezuteilung meist nur 7”2% unterschiedliche Scores geben, d.h. bei
Aminosduren (r = 20) brauchte man maximal 210 verschiedene Scorewerte.
Aber welche Scorewerte eignen sich? Im Beispiel 1.2.2 wurde bereits die Verwendung des
log-Likelihood-Ratio-Scores anschaulich motiviert. Nach Theorem 2.2.3 bzw. genauer
nach Korollar 2.2.4 wissen wir nun aber explizit, dass sich in hochscorigen Segmenten
jeder Scorewert darstellen ldsst als

In (=2

o PaPy
Sa,ﬁ - 0* )

0.0y " also gerade als
PaPpg

bzw. bei Wahl einer geeigneten Basis des Logarithmus als log(

log-Likelihood-Ratio-Score.

Die p, und pj; lassen sich als relative Haufigkeiten der Aminoséuren bzw. der Nucleo-
tide in der jeweiligen Sequenz wihlen. Die Frage nach einem geeigneten Scoresystem
reduziert sich also auf die empirische Ermittlung der 'target frequencies’ g, g, also der
Aminosdure- bzw. Nucleotid-Austauschwahrscheinlichkeiten.

In den Anwendungen benutzt man Scorematrizen, sogenannnte Substitutionsmatrizen,
die sich dieses log-Likelihood-Ratio-Systems bedienen, d.h. ihre Scorewerte aus em-
pirischen Daten iiber die Aminosdure-Austauschwahrscheinlichkeiten ¢, errechnen.
Géngige Substitutionsmatrizen sind bei Aminosduren etwa sogenannte PAM-Matrizen
(,Percent of Accepted Mutations®) oder BLOSUM-Matrizen (,,Blocks Substitution Ma-
trix“). In der Abbildung (2.1) sehen wir beispielsweise eine BLOSUM50 Substitutions-
matrix, eine symmetrische 20 x 20-Matrix. Die log-Likelihood-Ratio-Scores sind dabei
skaliert und zu ganzen Zahlen gerundet.

Wie zu erwarten, sind in dieser Matrix die Diagonal-Scorewerte am hdchsten, da dies
am ehesten eine Verwandtschaft zweier Sequenzen nahelegt. Dennoch wird nicht jede
identische Paarung gleich bewertet, da einige Aminosauren eher Funktionstrager sind
als andere - eine identische Paarung von funktionstragenden Aminosduren wird also mit
einem hdheren Score belohnt als eine solche funktionsdrmerer Aminosiuren.

Da ferner Austausche funktionell dhnlicher Aminosduren haufiger zu beobachten sind
als Austausche vollig verschiedener Aminoséuren, werden Paarungen auferhalb der Dia-
gonalen vollig unterschiedlich bewertet. Je funktionell &hnlicher sich zwei Aminosduren
sind, desto hoher fallt der gemeinsame Score aus.

Welche der vielen gingigen Matrizen (und damit welche empirischen Daten iiber die
‘target frequencies’) man nun beim Vergleich zweier Sequenzen zugrunde legt, hingt von
den Sequenzen ab, die man untersuchen mochte. Vermutet man ein hoch divergentes
Sequenzenpaar, also ein solches geringer Verwandtschaft, so sollte man mit einer anderen
Matrix arbeiten als beim Vergleich zweier vermutlich eng verwandter Sequenzen.

Eine PAM1-Matrix beispielsweise bezieht ihre empirischen Daten (also die Aminoséure-
Austauschwahrscheinlichkeiten ¢, 5) aus der Untersuchung eines Sequenzenalignments,
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2.6. Anwendungen Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

A R N D C Q E G H I L K M F P s T W Y V
A 5 2 -1 -2 -1 -1 -1 0 2 -1 -2 -1 -1 -3 -1 1 0 -3 -2 0
R|-2 7 -1 -2 -4 1 0 -3 0 4 3 3 -2 3 3 -1 -1 -3 -1 -3
N|-1 -1 7 2 -2 0 0 0 1 3 4 0 -2 4 -2 1 0 -4 -2 -3
D|-2 -2 2 8 -4 0 2 -1 -1 4 -4 -1 -4 -5 -1 o -1 -5 -3 -4
c|-1 4 -2 -4 183 -3 -3 -3 -3 -2 -2 -3 -2 -2 4 -1 -1 -5 -3 -1
Q| -1 1 0 0 -3 7 2 -2 1 -3 -2 2 0 -4 -1 o -1 -1 -1 -3
E | -1 0 0 2 -3 2 6 -3 0 -4 -3 1 -2 -3 -1 -1 -1 -3 -2 -3
G o 3 o -1 -3 -2 -3 8 -2 4 4 -2 -3 -4 -2 o -2 -3 -3 -4
H|-2 0 1 -1 -3 1 o -2 10 4 3 0 -1 -1 -2 -1 -2 -3 2 -4
I -1 4 -3 4 -2 -3 -4 -4 4 5 2 -3 2 0 -3 -3 -1 -3 -1 4
L -2 -3 4 4 -2 -2 -3 -4 -3 2 5 -3 3 1 4 -3 -1 -2 -1 1
K |-1 3 o -1 -3 2 1 -2 0 3 -3 6 -2 4 -1 o -1 -3 -2 -3
M|-1 -2 -2 -4 -2 0o -2 -3 -1 2 3 -2 7 0 -3 -2 -1 -1 0 1
ri{-3 3 4 5 -2 -4 -3 -4 -1 0 1 -4 0 8 -4 -3 -2 1 4 -1
p{-1 -3 -2 -1 4 -1 -1 -2 -2 3 4 -1 -3 -4 10 -1 -1 -4 -3 -3
S 1 -1 1 0 -1 0 -1 0 -1 -3 -3 0 -2 -3 -1 5 2 -4 -2 -2
T 0 -1 o -1 -1 -1 -1 -2 -2 -1 -1 -1 -1 -2 -1 2 5 -3 -2 0
w|l3 3 4 5 5 -1 3 -3 -3 -3 -2 -3 -1 1 -4 -4 -3 15 2 -3
Yy |2 -1 -2 -3 -3 -1 -2 -3 2 -1 -1 -2 0 4 -3 -2 -2 2 8 -1
\% o 3 3 4 -1 -3 -3 -4 -4 4 1 -3 1 -1 -3 -2 0 -3 -1 5

Abbildung 2.1: BLOSUMS50 Substitutionsmatrix fiir Aminosduren (siehe [18])

welches sich in 1% der Positionen unterscheidet. Uber Extrapolation der PAM1-Matrix
wurden weitere PAM-Matrizen erstellt, wie z.B. die PAM250-Matrix fiir hochdivergente
Sequenzen (250 Mutationen pro 100 Aminoséduren).

Bei den BLOSUM-Matrizen, welche mit Hilfe von Daten aus der sogenannten Blocks-
Datenbank erstellt wurden, ist es dabei genau umgekehrt. So bedeutet BLOSUMG60
beispielsweise, dass ein Sequenzenalignment zu 60% iibereinstimmt.

Ubliche Programme zum Vergleich einer Sequenz mit Sequenzen aus einer Datenbank
(wie z.B. das Programm BLAST, “Basic Local Alignment Search Tool“) bedienen sich
voreingestellter Substitutionsmatrizenmatrizen, die durch den Benutzer gedndert wer-
den konnen.

So viel zur Komplexitit, reprasentative Daten {iber die 'target frequencies’, d.h. Aminosiure-
Austauschwahrscheinlichkeiten, zur Bestimmung geeigneter Scores auszuwéhlen.

Wie schon in Abschnitt 2.1 angedeutet, interessiert man sich in den Anwendungen auch
haufig fiir die Zufallsgrofke M (n), die den maximalen Scorewert eines Sequenzenpaares
(also den Score des Abschnitts mit maximalen Verwandtschaftsgrad) angibt.
Um Aussagen iiber M (n) zu erlangen, setzen wir wie bisher eine negative Drift voraus,
also
B(X1) = B(X(A, AD) = 3 sugpatly < 0,
o,p

und P(X (A, A}) > 0) > 0. Der Gesamtscore eines Segmentes der Linge m entspricht
hier der Summe

Sm = X(Al,All)—F‘l‘X(Am,Alrn), mZ 17 SOZO

M(n) := max (S, — Sk)

0<k<i<n
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2.6. Anwendungen Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

gibt also den maximalen Score eines Segmentes des kompletten Alignments an.
Nun gilt, dass M (n) eine asymptotische Wachstumsrate aufweist:

0*M

(n) — 1 f.s.,

log(n) e
was man z.B. bei Dembo und Zeitouni (1993) (siehe [8], Seite 69, Theorem 3.2.1; siehe
auch Erdos-Rényi, [10]) nachlesen kann. Also lassen sich die Theoreme 2.2.1 und 2.4.1
(hier Korollar 2.4.2) auch auf den Fall y = M (n) anwenden, d.h. es gilt

L(M 1
g M) 1
M(n) n—oo E(Xef"X1)

(I(M(n)) = 1 trifft natiirlich zu),

(ii) %(M(n) —w*L(M(n))) o (0,0?) fiir n — oo,

wobei 0? = E(X2e!X1) — B(X.e”%1)? w* = E(Xe” %) und 0* die eindeutig be-

stimmte positive Losung von

E(ef%) = Zpap'ﬁeesavﬁ =1 ist.
o,

Eine weitere interessante Aussage iiber die Zufallsgrofe M (n) findet man in einem Ar-
tikel von Karlin und Dembo (siehe [14], Theorem A) und zwar gilt unter den bisherigen
Voraussetzungen, falls X; keine Gitterverteilung besitzt, dass

wobel

exp(—2 220:1 %(E(69*5k|5k < O)P(Sk < O) + P(Sk > 0)))
0*E(Xe?"X1) '

Diese Approximation erweist sich in den Anwendungen als sehr niitzlich zur Uberprii-

fung der Signifikanz von hohen Scorewerten (beim Vergleich zweier Sequenzen, aber

auch bei der Untersuchung einzelner Sequenzen z.B. auf chemische Eigenschaften), dies
sei an dieser Stelle jedoch nur am Rande erwéhnt.

*

Allgemeiner méchte man manchmal auch Aussagen iiber den maximalen Score eines
Sequenzenpaarsegmentes machen, bei welchem das Alignment nicht an den gleichen
Positionen stattfinden muss, sondern die Paarung der Sequenzen an verschiedenen Po-
sitionen erfolgen kann. Dies ist z.B. der Fall, wenn man in zwei Sequenzen nach soge-
nannten Motiven sucht, d.h. nahezu identischen Sequenzstiicken (siehe auch Abschnitt
1.1.2: Alignments von Sequenzen). Man mochte also im Unterschied zu M (n) die Grofe

m+k
n+k

M(n) = max X (A, A))

untersuchen. Dazu sei auf einen Artikel von Dembo, Karlin und Zeitouni (siehe [7]) ver-
wiesen, in welchem gezeigt wird, dass die Grenzverteilung von M (n) unter bestimmten
Voraussetzungen dieselbe wie diejenige von M (n?) ist.
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2.6. Anwendungen Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

2.6.2 Vergleich dreier Sequenzen

Nun habe man drei stochastisch unabhéngige, identisch verteilte Buchstabensequenzen

(AEI))iG{l,...,n}a (A§2))¢e{1,...,n}, (A§3))ie{1,...,n}

mit zugehorigen Wahrscheinlichkeiten

1 2 3
Eictemyy 0 icmy @it m
und beim Vergleich von je zwei Sequenzen die zugehorigen Scorewerte

1,2 1,3 2,3
s&2, sU, (s2)

gegeben. Den maximalen Score erhilt man, indem man jeweils zwei von den drei Se-
quenzen miteinander vergleicht:

M(n) = max (57 = 57, (57 = S{17), (577 = 5°7).

0<k<i<n
M (n) soll charakterisiert werden. Bisher wurde gezeigt, dass
P(M(n) Zy) < P(I(y) =1) < e
gilt (vergleiche Lemma 2.3.3), es gilt aber sogar

P(T(y)e v <t) — 1—e X" t>0,
y—00
wobei T'(y) = inf{n : M(n) > y} und K* eine Konstante ist.
Dies kann man z.B. bei Karlin und Dembo (1992) (|14], Theorem A) nachlesen.
In diesem Fall hat man nun 607 ,, 07 5,65 5 als die eindeutig bestimmten Lisungen von

. . (%,5)
B(e") = 3" pipef s =1, i e {1,2,3}, (2.25)
aMB

und die zugehdrigen Parameter K7 o, K7 4, K3 5.

Dabei kann man drei Falle betrachten:

(i) 07, <min(0] 5,05 5) :

Hierbei tritt der maximale Scorewert mit Wahrscheinlichkeit 1 im Sequenzenpaar
1 und 2 auf (vergleiche (2.25): je kleiner 6, desto grofer ist s&’jﬁ)), man braucht
also nur noch die Sequenz 1 mit der Sequenz 2 zu vergleichen.

(ii) 01, =013 <0633:

Hierbei tritt der maximale Scorewert mit Wahrscheinlichkeit + ST T Sequen-

T2 TKT 3
Kis
Ko +K7 3
auf; die Sequenzen 2 und 3 brauchen nicht miteinander verglichen zu werden.

zenpaar 1 und 2 und mit Wahrscheinlichkeit im Sequenzenpaar 1 und 3
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2.6. Anwendungen Kapitel 2. Grenzwertsétze im iid-Fall

* _ * _ * .
(iii) 91,2 = 91,3 = 92,3 :
Kij
Ko+ K 3 +K3 3
quenzenpaar ¢ und j auf; alle Sequenzen miissen miteinander verglichen werden.

Hierbei tritt der maximale Scorewert mit Wahrscheinlichkeit im Se-

Der dritte Fall tritt z.B. ein, wenn man als Scores die natiirlichen log-Likelihood-Ratio-
Scores (siehe Beispiel 1.2.2) In(1) wihlt, die hier durch

s08) I [ ol
.3 (), (9)
Pa P

Nach Korollar 2.2.4 gilt ndmlich, dass

gegeben sind.

ks
RERR

. . « (1,9) ..
Go,p = pg)p(gj)eeiﬂf‘gaﬂé und somit dass sg’é) =In

Also folgt notwendigerweise, dass
T,Q = 913 = 5,3 =1

gelten muss. In diesem Fall miissen also alle Sequenzen miteinander verglichen werden.
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Kapitel 3

Grenzwertsatze 1im Markov-Fall

Wihrend im Kapitel 2 auf der Grundlage eines iid-Modells Aussagen iiber die Lén-
ge und Zusammensetzung von Sequenzen mit hohem Score getroffen wurden, sei nun
allgemeiner davon ausgegangen, dass das Auftreten eines Buchstabens (also z.B. eines
Aminoséurepaares) vom vorherigen Buchstaben abhéngt.

Im Weiteren ordnet man also nicht linger nur einzelnen Nucleotiden, sondern zwei
aufeinanderfolgenden Nucleotiden, sogenannten Dinucleotiden, einen Score zu. Beim
Vergleich zweier Sequenzen bedeutet dies, dass zwei aufeinanderfolgenden Paaren von
Aminosduen bzw. Basen ein Scorewert zugeordnet wird.

Dies lisst sich mit Hilfe eines Markov-Modells modellieren.

3.1 Notationen und Voraussetzungen

Es sei A = {ay,...,a,} ein Buchstabenalphabet, sowie A;, As,...A, eine Sequenz be-
stehend aus Buchstaben dieses Alphabetes, wobei das Auftreten eines Buchstabens ag
vom vorhergehenden Buchstaben a, abhinge, d.h. man betrachte die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten (welche in der Praxis als relative Dinucleotidhdufigkeiten interpretiert
werden)

P(Ais1 = ag|l Ai = an) = pap-
Diesen Dinucleotiden wird ein gemeinsamer Score s,g zugeordnet.
Gegeben sei also eine Folge von Zufallsgrofen (X;), X; := A? — R mit

P(X; = 543) = P(Ais1 = an, Ai = ag) = P(Ai1 = aa)Pap, 1<i<r,

d.h. die Zufallsgrofe X; hangt von A;_; und von A; ab.

Man betrachtet den Gesamt-Score S,,, = Z?:l X;, wobei Ag = a den Anfangshuchsta-
ben der Sequenz bezeichne.

Da man die Zusammensetzung hochscoriger Segmente untersuchen mdochte, interessiert
man sich auch fiir die Zufallsgrofe W, welche die Haufigkeit des Auftretens von Di-
nucleotiden (a,,ag) in einer Sequenz angibt, d.h. fiir

- 1 falls X; = s,
Wa =Y U; mit U = as Sef
P 0 sonst
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3.1. Notationen und Voraussetzungen Kapitel 3. Grenzwertsétze im Markov-Fall

Allgemeiner modelliert man die vorliegende Situation folgendermafsen:
Es sei (A, )nen, eine homogene Markov-Kette mit endlichem Zustandsraum Q = {1, ...,7},
d.h. fiir alle n > 0 und alle i, ..., ,,_1,7,7 € ) gelte

P(AnJrl :]| AO = io, ---7An71 = Z-nfl,An = Z) = P(An+1 = ]‘ An = Z) = ng P—f.S.7

welche irreduzibel sei, es gelte also

suppgl) >0 firallel <45 <nr,

n>0

wobei die n-fachen Ubergangswahrscheinlichkeiten pg) fiir n > 0 rekursiv durch

0 n n—1
pz('j) = 0ij, pgj) = Zpgk )pkj
keQ

gegeben sind.

Ferner sei (X,,, U, )nen eine Folge von unter (A, ),en, unabhingigen Zufallsgrofen. Die
Verteilung von (X, U,) hinge nur von den Werten von A, _; und A, ab und besitze
einen beschrinkten Triger. (A, (X,, Uy,))nen ist also eine homogene Markov-Kette mit
Zustandsraum  x R2.

Im Folgenden betrachtet man den Partialsummenprozess (S,;)nen, mit

So=0und S,; = Z?Zl X, wobei Ay = ¢ den Anfangszustand der Sequenz bezeichne,
sowie (Wm')nENo mit W() = 0, Wm = Z?:l Uj.

Das Paar (A,,, (Sn, Wy))nen, wird auch Markov-additiver Prozess genannt.

(Im Folgenden wird der Anfanszustand 7 meist weggelassen, so dass beispielsweise statt
Spi die Bezeichnung S,, benutzt wird.)

-----

(Anfangszustand Ay = i) mit maximalem Scorewert M;(n), welcher hier durch

Mi(n) := sup (S — Sk)

0<k<i<n

gegeben ist.

Man setzt folgende Bedingungen voraus:
(i) B(X1) =2, P(Ao =i)py E(X1]|Ag =1, Ay = j) <0

(ii) Es existiere ein endlicher Zyklus C = {Ay = 1o, ..., Ax = ix, = io}, derart dass
P({mianl L Z:Zl X; > 0} N C) > 0,

,,,,,

so dass der Prozess eine negative Drift erhilt, aber eine positive Wahrscheinlichkeit,
friithzeitig einen positiven Score anzunehmen.
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3.2. Ausziige aus der Spektraltheorie Kapitel 3. Grenzwertsitze im Markov-Fall

Bei vorgegebenem Anfanszustand definiert man analog zum iid-Fall (vergleiche (2.1)-
(2.3)) die Stoppzeiten (K,_1)ven, (T)ven, sowie (1,(y))ven durch

Ky=0, K, =min{k > K, 1+ 1: 5, — Sk,_1 <0},
T,(y) = min{m > K, 1 : S,, — Sk, , <0 oder S,, — Sk, , >y},

1 falls S -5 >

, velN.
0 falls ST,,(y) — Sk, , <0

Aufgrund der negativen Drift von (S,,) sind die (K,) endlich (vergleiche (2.1)). Fiir
festes ¢ sind die Zufallsgrofen (K, — K,_1) unter Ay, , =i, v € Niid.
Die Lénge des v-ten Segmentes (K,_1,7,(y)) ist wie in Kapitel 2 durch

Lu<y) = TV(?J) - Ku—l

gegeben, wobei die Verteilung von L, (y) hier allerdings vom Zustand von A, | ab-
héngt. Fiir festes ¢ sind die Zufallsgrofen L, (y) unter Ax, , =i, v € N iid. Auerdem
bezeichne wie bisher

T (y)
W)= Y. Un
m=K,_1+1
Ferner fithrt man bei vorgegebenem Anfangszustand (siehe (2.4)) folgende Stoppzeiten
ein:
ky(y) =inf{k >0, 4(y) :IM>k+1:5; - Sy >0fliralle k+1<j<m-—1
und S,, — Sy > y}
T (y) = inf{k > K, (y) : Sk — Sk,) = ¥}
o,(y) = inf{k > 7,(y) : Sk — Shuly) < 0}.

(3.1)

Mit diesen Bezeichnungen gilt fiir alle ¢ € 2, v € N (siehe Proposition 2.1.1):

P -m @Ak, =i _ pL)Le)=14x, =i
Dies ermoglicht es, ohne die Bedingung I, (y) = 1 weiterzurechnen.

Um die Grenzwertsitze (siche Abschnitt 3.3) dieses Kapitels zu formulieren und zu
beweisen, werden im Folgenden Aussagen aus der sogenannten Spektral- oder Frobenius-
Theorie nicht-negativer Matrizen bzw. in unserem Fall irreduzibler Matrizen benotigt.
Diese seien nun in einem seperaten Abschnitt vorweggenommen.

3.2 Ausziige aus der Spektraltheorie nicht-negativer
Matrizen

Es sei A = (a4j)ije{1,2,..n} €ine n x n-Matrix. Falls alle Eintréige a;; von A nicht-negativ
sind, schreiben wir A > 0, falls alle Eintrige positiv sind A > 0.
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3.2. Ausziige aus der Spektraltheorie Kapitel 3. Grenzwertsitze im Markov-Fall

Im Folgenden wird diese Notation ebenso fiir Vektoren benutzt, dabei bezeichnen wir
einen Vektor z mit > 0 als streng positiv.

Eine Zahl X heift Eigenwert der Matrix A, falls ein Vektor 7 # 0 existiert mit Am = Ar.
7 heifst der zu A gehorige Rechtseigenvektor von A. Ein Vektor ¢» # 0 heift zu A
gehoriger Linkseigenvektor von A, falls ¥ A = A\ gilt. Der Spektralradius p der Matrix
A ist der betragsmékig grofste Eigenwert von A.

Das folgende Theorem macht eine Aussage iiber die Existenz des Spektralradius’ einer
irreduziblen Matrix und {iber die sich daraus ergebenden Eigenschaften der zugehorigen
Rechts- und Linkseigenvektoren.

Theorem 3.2.1. (Perron-Frobenius-Theorem fiir irreduzibele Matrizen)
(siehe [20], S.20)

Es sei A > 0 eine irreduzible n x n-Matriz. Dann existiert ein FEigenwert p, welcher
folgende Eigenschaften erfillt:

a) p>0
b) zu p existieren streng positive Rechts- und Linkseigenvektoren
c) p > || fir jeden Figenwert A\ von A

d) die zu p gehirigen Rechts- und Linkseigenvektoren sind eindeutig bis auf Multiplika-
tion mit einer Konstanten.

Zum Beweis: siehe z.B. Seneta ,Non-Negative Matrices, [20], Seite 20-22.

In den Beweisen (sieche Abschnitt 3.4) wird uns die folgende Darstellung des Spektral-
radius’ einer Matrix hilfreich sein.

Proposition 3.2.2. Es sei A > 0 eine irreduzible n x n-Matriz, p der Spektralradius
von A und m = (w(1),...,m(n)) sowie b = (Y(1),...,(n)) die zugehirigen Rechts- bzw.
Linkseigenvektoren. Dann gilt fir alle 1 <1 <n:

-y

J

und fir alle1 < j3<n:

B aij¢<i)
g ‘; o(j)

Beweis. Die Existenz von p > 0 ist nach dem Perron-Frobenius-Theorem (siehe Theo-
rem 3.2.1) sichergestellt, 7 und ¢ kdnnen als streng positiv angenommen werden.
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3.3. Zwei starke Grenzwertsitze Kapitel 3. Grenzwertsitze im Markov-Fall

Per Definition gilt Am = pr, also

apm(l) + ... + ay,m(n) pm(1)
anm(1) + ... + apm(n) pr(n)
Die erste Aussage ergibt sich somit per Division durch 7 (i) > <

0, 1 <1 < n, die zweite
Aussage analog aus YA = py und per Division durch ¢ (i) >0, 1 <i <n. O

Schlieklich wird fiir die spédtere Beweisfilhrung eine Abschétzung des Spektralradius’
des sogenannten Schur-Produktes zweier Matrizen bendtigt.

Definition 3.2.3. Das Schur-Produkt (oder Hadamard-Produkt) zweier Matrizen A =
(a;j)ij und B = (b;;);; wird definiert durch

A oB = (aijbij)ij.

Theorem 3.2.4. (siche [16]) A und B seien zwei Matrizen mit A, B > 0. Dann gilt
fir den Spektralradius des Schurproduktes von A und B:

p(Ao B) < +/p(Ao A)\/p(Bo B).

Wenn A und B zusdtzlich irreduzibel sind, tritt Gleichheit genau dann ein, wenn A =
DBD™! fiir eine positive Diagonalmatriz D gilt.

Zum Beweis: siehe z.B. Karlin, Ost ,Some Monotonicity Properties of Schur Powers of
Matrices and Related Inequalities* ([16]).

3.3 Zwei starke Grenzwertsatze

Nun seien die Hauptresultate dieses Kapitels formuliert: die Grenzwertsétze. Der erste
Grenzwertsatz macht eine Aussage iiber die Linge von Segmenten mit hohem Score,
diesmal unter der Hypothese eines Markov-Modells.

Dazu sei p(6) der Spektralradius der Matrix

.....

sowie mg = (mp(1), ..., me(r)) > 0 und vy > 0 die zugehorigen Rechts- und Links-
eigenvektoren. Diese werden 0.B.d.A. normiert, so dass (mp, 1) = 1 und (mg,€) =
S o) = 1 gilt.

Die Existenz derartiger Eigenvektoren und des Spektralradius’ ist nach dem Perron-
Frobenius-Theorem fiir irreduzible Matrizen (sieche Theorem 3.2.1) sichergestellt, da Py
aufgrund der Irreduzibilitdt der Matrix P = (p;;);jeq1,.r} ebenfalls irreduzibel ist.
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3.3. Zwei starke Grenzwertsitze Kapitel 3. Grenzwertsitze im Markov-Fall

Theorem 3.3.1. Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 3.1 sei v der erste Indezx, fiir
den I,(y) =1 gilt, d.h. v =min{k > 1: I}(y) = 1}. Dann folgt

L, 1 .
) —  fast sicher,
Y y—00 w*

fiir jeden Wert von Ay. Dabei ist

W= g B(Xie” Ay =i, Ay = j)mo- (7)o (i)

1,j=1

und 0* die eindeutig bestimmte positive Losung der Gleichung p(6) = 1.

Anmerkung 3.3.2. Es existiert eine eindeutig bestimmte positive Losung 6* von
p(0) =1 und es gilt

o= S B Ay = i, Ay = - ()0 () = #(6%) > 0.

2,7=1

Beweis. Nach Proposition 3.2.2 gilt, dass p(6) folgende Darstellungen besitzt:

= ZpijE(€9X1|AO = 7:7 Al = ])ZZ((Z; ) 1 < 1 <n (32)
9) = ipijE(69X1’A0 = iaAl = j) we(l) ) 1 <] < n, (33)
p Vo (J) T

wobei 7y und vy die zugehorigien Rechts- bzw. Linkseigenvektoren sind.
Im Folgenden werden nun die folgenden Behauptungen schrittweise bewiesen:

(i) p ist unendlich oft stetig differenzierbar mit Ableitung
p'(0) =320 o pi E(X1e" | Ag = 4, Ay = j)ma () e (i)
(ii) p ist streng konvex in 6
(i) p(0) =
) p'(0) <
)

(v) p(0) — +o0.

(iv
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3.3. Zwei starke Grenzwertsitze Kapitel 3. Grenzwertsitze im Markov-Fall

zu (i): p(#) ist analytisch, da alle Eintrage der Matrix Py analytisch sind, also unendlich
oft stetig differenzierbar.

Um die erste Ableitung von p zu bestimmen, erweitert man den Ausdruck (3.2) auf
beiden Seiten mit (i), differenziert ihn nach 6, erweitert ihn mit 1»(7) und summiert
anschliefend iiber ¢ auf, so dass man die Gleichheit

ZWQ ) (i) Zﬂe ) (i) pr (X1e"]Ag = i, Ay = )79 ()10 (D)

2,7=1
+3 () Y pi B Ay =i, Ay = )i (i).
j=1 i=1

erhélt. Aufgrund der Normierung der Eigenvektoren gilt aber nun . mp(i)1g(i) = 1,
ferner folgt nach Anwendung von (3.3), dass

D mo() Y Py Ag = i, Ar = j)iu(i) Z”e 0(7)-
j=1 i=1

Damit folgt die gewiinschte Aussage.

zu (ii): Es geniigt zu zeigen, dass log p(6) streng konvex ist, also dass fiir alle 6;, 65 mit

01 # 02

o (1 (7572 ) ) < 5 toutol6n) + oxlo(6a))) vow. o (P52 ) < VAEIVE)

gilt, denn dann folgt mit der Ungleichung zwischen dem geometrischen und arithmeti-

schen Mittel (1/p(61)/p(02) < 5(p(61) + p(62))) auch die Konvexitit von p(6).

Um dies zu beweisen seien nun zwei r X r-Matrizen

01X ) .
A= (w/pij E(e 2 = ZaAl - j))i:j
und 99X
B = (,/pij E<€ 2 =i, A = ]))w

gegeben. A und B sind nichtnegativ und aufgrund der Irreduzibilitat von Py irreduzibel.
Um das Theorem 3.2.4 iiber den Spektralradius des Schurproduktes zweier Matrizen
anwenden zu konnen, bestimmen wir das Schurprodukt von Ao B, Ao A bzw. Bo B:

aijbi; = pig/E(e"X1|Ag = i, Ay = j)\/E(e?X1|Ag = i, Ay = j)

> pijE(e - "|Ag=14,A; = j) (nach Cauchy-Schwarzscher Ungleichung)
QijQi5 = pijE(691X1|AO =i, A1 =)
bijbij = py B |Ag =4, A = 7)

Man erhilt also nach Theorem 3.2.4 die folgende Aussage:

p(91;92)<p(AoB ) <V p(Ao A)p(BoB) =+/p(61)\/p(6s), (3.4)
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3.3. Zwei starke Grenzwertsitze Kapitel 3. Grenzwertsitze im Markov-Fall

dabei tritt Gleichheit in (3.4) genau dann ein, wenn X; unter der Bedingung
Ay = i, A; = j konstant ist (vergleiche oben: Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) und
wenn A = D~!BD fiir eine positive Diagonalmatrix D gilt.
In (3.4) gelte also Gleichheit, zu zeigen ist nun, dass 0; = 6, gilt.
AN oo 0
Sei also E(e?*1|Ag =i, A =j)=s;;und A=D'BDmit D= | : .. : |, dh
0 - A\
es gilt \/pje 2 =N \/pije 2 A, 1<4,5<r
Falls p;; > 0 fiir alle 4, j folgt unmittelbar, dass 6, = 05 gelten muss. Falls ¢, j existieren
mit p;; = 0 ldsst sich diese Aussage aus der Irreduzibiliéit folgern, denn dann gilt, dass
ein n existiert, derart dass pg?) > 0 fiir alle 7, j.
Damit folgt die gewiinschte Aussage.

zu (iii) Es gilt: p(0) = 327_, pyy = 1.

zu (iv): Nach (3.2) gilt
p(0)mo(i) = ZP@‘E(‘?GXI‘AO =i, A1 = j)me(j).
j=1

Leitet man diesen Ausdruck nach 6 an der Stelle § = 0 ab, erweitert dann auf beiden
Seiten mit P(Ag = ¢) und summiert iiber 7 auf, so erhilt man:

p'(0) = Z P(Ay =1)pi; E(X1|Ao =1,A1 = j) = E(X;) <0 nach Voraussetzung.

ij=1
zu (v): Nach (3.2) gilt

A A
p(0)=FE (eexl—m( ) ‘AO = z) > / €6X1_7T9( ) dP — +o0,
7[_9(‘/40) {X1>0,A0=1} 7[_9(‘/40) f—o0

da nach Voraussetzung ein endlicher Zyklus C = {4 = ig, ..., A;, | = ix, = o} existiert
mit P(ZZZI X;>0m=1,.... ko C ) > 0.

Mit den Aussagen (i)-(v) und dem Mittelwertsatz folgt also, dass ein eindeutig be-
stimmtes 6* > 0 mit p(6*) = 1 existiert und dass
p(0%) =32, P B(X1e” XA = i, Ay = J)me-()e- (1) = w* > 0 gilt.

[l

Jetzt wird analog zum iid-Fall eine Aussage iiber die Zusammensetzung hochscoriger
Segmente getroffen werden.
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3.4. Beweis der starken Grenzwertsétze Kapitel 3. Grenzwertsitze im Markov-Fall

Theorem 3.3.3. Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 3.1 sei v der erste Indezx, fiir
den I,(y) =1 gilt, d.h. v =min{k > 1: I}(y) = 1}. Dann folgt

W, (y) :
u*  fast sicher,
Lu(y) y—oo

fiir jeden Wert von Ay. Daber ist

ut = Z pi; E(Ue” X1 Ag = i, Ay = )me-(§)e- (4)

1,j=1

und 6% die eindeutig bestimmle positive Losung der Gleichung p(0) = 1.

3.4 Beweis der starken Grenzwertsatze

Die Beweisfiihrung entspricht derjenigen im iid-Fall. Es werden insgesamt acht Lemmata
bewiesen, welche die Aussagen des iid-Falls (siche Lemma 2.3.2 - 2.3.9) auf den Markov-
Fall verallgemeinern.

Zunichst werden also Eigenschaften der Markov-Ketten-Erweiterung des Waldmartin-
gals benotigt, die man u.a. durch Anwendung des Optional-Sampling-Theorems (siehe
Theorem 2.3.1) erhélt.

Im Folgenden seien 6%, w* und u* bestimmt wie in den Theoremen 3.3.1 und 3.3.3 und
p(0,t) der Spektralradius der Matrix

(piy B(e? U Ag = i, A) = 9))igeft,.r}-

Lemma 3.4.1. (Figenschaften der Markov-Ketten-Erweiterung des Waldmar-
tingals)

Die durch -
e?omTtWm g (A,

p(0, )™ mos(Ao)
gegebene Zufallsgrifie erfillt folgende Figenschaften:

Ym = TTLGNO

(1) (Y, Sm)men, ist ein Martingal beziiglich Ao, Ay, ....

(ii) (Yy,) und L := Li(y) geniigen fir jeden Wert von Ay und gentgend kleines t und
0 nahe ber 0* den Voraussetzungen des Optional-Sampling-Theorems.

(iii) E(Yp|Ag=1) =1, 1 <i<r fir geniigend kleines t und 0 nahe bei 0*.
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3.4. Beweis der starken Grenzwertsétze Kapitel 3. Grenzwertsitze im Markov-Fall

Beweis. zu (i): zu zeigen ist: E(Y,11| S,,) =Y, fiir alle n € N, wobei

Sn = O'(A(), ...7An,X1, ...,Xn, Ul, ceey Un)

sn>
eé‘Sn—i-th 1

= SO ma(Ay D ()] )

(da S,, W, und Ay messbar bzgl. S,)
OSn+t Wi 1

N p(0, )"+ e4(Ap) E(€0X"+1+tU"+17T9,t(An+1>| )

(da (X, U;) stochastisch unabhéngig unter (A;) und nach Markov-Eigenschaft)

E (eesn+l+twn+l 7T0,t(ATL+1)
p(0,6)"*1 mg4(Ao)

GSn-l-th 1 eX . | |
= (9 t)n+1 7T0t AO ZPATL] n+1+ n+1| An,An_H :J)’]T97t(j)
J
695n+th 1

= p(at)n—&-l 77-01%(140) p<‘97t>7r'97t(An)

(da nach Proposition 3.2.2 fiir alle ¢ :
PO, )0, (i me ("X Ay = i, Ay = j)ma(5)

QSn—i—th We,t(An)
p(0, )"t moe(Ao)”

zu (ii): L ist nach Definition eine Stoppzeit; nach (i) gilt, dass (Y., Sim)men, €in Mar-

tingal beziiglich Ag, Ay, ... ist

E(YL|Ag = i) existiert, denn mit der Bezeichnung c(6,t) = min; mp(j) gilt, da
695L+tWL 7T9t AL

7T97t(2')§1:
(V3| |A0=i):E( T Ak )/ |4, = )

16](y+EK) Kt \ ¢
<=y (e—)|> P(L=1Ay=1i) < oo

c(0,t) = \|p(0,
KN
fiir ool < 1, also fiir |¢| geniigend klein und 6 nahe bei 6*, da |S;| < y + K, sowie
P,
(Wi < L(y)K'".

Ferner gilt fiir |¢| gentigend klein und 6 nahe bei 6*:

0Sm+tWm, A
/ |Ym| dP = / € 7T9,t( m) dP
{L>m,Ap=i} {L>m,Ap=i} p(0,t)™ T +(Ao)
ololy+ltlm K’ P —
< >m, Ay = 1) — Oa
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3.4. Beweis der starken Grenzwertsétze Kapitel 3. Grenzwertsitze im Markov-Fall

denn es gilt nach dem Schwachen Gesetz der grofsen Zahlen, da S,,, nach Voraussetzung
eine negative Drift aufweist, dass:

P(L > m) < P(Sn € (0,y)) < P(Sn > 0) = P(22 > 0) — 0.

m n—00

zu (iii): Mit dem Optional-Sampling-Theorem folgt fiir geniigend kleines ¢ und 6 nahe

Daher gilt:
(GGSLHWL To+(AL) A, = Z) _ <€9X1+tU1 mou(A)|, z)
p(0, )" mg4(Ao) p(0,t) mo.:(Ao)
1 Z pii E(e? U Ay =i, Ay = j)ma.(j) p(6,1) .
B p(&,t) j W@,t(i) B p(evt) B
nach Proposition 3.2.2. O

Nach Lemma 3.4.1 (iii) gilt also mit {(0,t) := log p(#,t) fiir geniigend kleines ¢ und 6
nahe bei 6*:

E [ fSc+twi— LC(Gt)M‘AO =1. (3.5)
7o,+(Ao)

Sei nun

Qp:={ie{l,..,r}:firalley>0gilt P(I(y) = 1|4y =1¢) > 0} und

3.6
Q_={ie{l,..,r}:es existiert ein yo > 0, so dass P(I1(yo) = 1|Ap = 1) = 0} (3:6)

das Komplement von €2, in €.

Analog zum iid-Fall soll gezeigt werden, dass die Wahrscheinlichkeit P([;(y) = 1|4y = 7)
echt groker 0 und exponentiell klein ist. Diese Aussage ldsst sich allerdings nicht fiir
beliebiges i € €2 nachweisen.

Sei namlich ¢ € Q_. Aufgrund der Tatsache, dass [;(y) monoton fallend in y ist, existiert
ein yo, so dass P(I1(y) = 1|4y = i) = 0 fiir alle y > y, gilt.

Fiir ¢ € Q4 kann jedoch eine zum iid-Fall analoge Aussage getroffen werden (vergleiche
Lemma 2.3.3).

Lemma 3.4.2. Fiir alle y > 0 und 1 € Q. gilt:
0<d6<P(L(y) =14, =10 < C,

wobei C' und § nicht von i abhdngen.

64



3.4. Beweis der starken Grenzwertsétze Kapitel 3. Grenzwertsitze im Markov-Fall

Beweis. Zunéchst wird die Wahrscheinlichkeit P(;(y) = 1|4y = ) nach oben abge-
schétzt.

Dazu sei t = 0 und 0 = 60, so dass die Aussagen von Lemma 3.4.2 zutreffen und
log p(0*,0) = 0 gilt (nach Definition von 6*). Mit (3.5) und der Bezeichnung ¢(0*,0) :=
min; mp« o(j) > 0 folgt:

s Tor0(AL)
1= FE (¢ SLM A :i)
( 7Te*,o(Ao)‘ °

= P(L(y) = 1|4y = i)’ VE (60*(SL—y) W—e*v‘)((iL)) ‘Ao =1,0(y) = 1)
0

TTo* .0

+ P(I1(y) = 0|4y = 0)E (eH*SLMm‘AO — i, I(y) = 0)

T+ ,0

> P(Ii(y) = 1Ay = i)e" ' E (W@L(AL)

Ao =i, I(y) =1
oe.0(Ao) 0 1(y) )
(da mp« o(7) > O fiir alle ¢ und S, > y unter I;(y) = 1)

> P(L(y) = 1|Ag = 9)e” Yc(0%,0)  (da mpo(i) < 1 fiir alle 7).

Also erhilt man mit C := (c(6*,0))~" > 0, welches unabhéngig von i ist, dass
P(I,(y) = 1|Ag = )Y < C  gilt.

Um die Wahrscheinlichkeit P(I;(y) = 1|4y = ) nach unten abzuschétzen, wihlt man
nun a_ < 0 < ay und definiert

L(a_,ay) :=inf{k >1:5; ¢ (a_,ay)} sowie

I( ) 1 falls SL(a_,a+) > ay
a_,ay) = .
* 0 falls SL(,L’QH <a_

I(a_,a,) ist sowohl in a_ als auch in a; monoton fallend, denn:

(i) sei by > a4, dann impliziert I(a_,by) = 1 auch I(a_,ay) = 1, da Sp@_p,) =
by > ay und S > a_ fiiralle 1 <k < L(a_,by); also gilt I(a_,by) < I(a_,ay)

(ii) sei b_ > a_, dann impliziert I(b_,a;) = 1 auch I(a_,a4) =1, da Spp_a,) > at
und Sy > b_ > a_ fiiralle 1 <k < L(b_,a4); also gilt I(b_,a;) < I(a_,ay).

Aufgrund dieser Monotonie gilt fiir alle yo € (0,y — K) (wobei K derart, dass | X;| < K
fir alle 7):

P(I(y) = 1|Ao = i) > P(Li(yo) = 1|Ap = i) mjinP(I(—yO,y =) =140 =7). (3.7)
Nun wendet man das Optional-Sampling-Theorem (sieche Theorem 2.3.1) auf die Stopp-
zeit L := L(—yo,y — yo) und das Martingal

Vo s Tra(An)

m - , me N
7T(9*,0(140) 0
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an (dies ist die Markov-Ketten-Erweiterung des Waldmartingals fiir ¢t = 0 und 6 = 0*;
Nachweis der Martingaleigenschaft siehe Lemma 3.4.1). Dass die Voraussetzungen dazu
erfiillt sind, wird ganz analog zu Lemma 2.3.2 (ii) gezeigt.

Folglich gilt:

1= (T =)
(

co T (A
_E<e95 6<AL))!A0J,I( Yo,y — Yo) = )P (5o, y — yo) = 1] Ao = J)

To*

0
va T (A .
+E<” al L)|A0_]a I(—Y0,y — o) ) I(yo,y — yo) = 0|Ag = j)

7'('9*(140)
60 (y yO+K) [ A
= " ¢(6%,0) P(I(y0,y — %) Ao =J)
679 Yo

1—-P(I — o) = 1|4y = 7)).
+ C(9*70)< ( (y()vy yo) | 0 .]))
(da S; <y —yo+ K unter I(yo,y — yo) = 1 und S; < —yo unter I(yo,y — yo) = 0)
Es gilt demnach also

c(0*,0) — e~ : . .
I Ry p—— < P(I(—yo,y —yo) = 1|Ag = j), was aquivalent ist zu

c(0*,0)e? v — 1
e@*y(QG*K _ efG*y)

< P(I(—yo,y — yo) = 1|Ag = j) fiir alle j.

Also erhdlt man mit (3.7), dass fiir alle y > yo + K folgende Aussage erfiillt ist:

. : c(6%,0)e? v — 1
"V P(L(y) = 1|40 = j) = P(I(to) = 1140 = )= 55—,
15

e"K —1

> =:0>0,

denn es gilt fiir alle i € Q,, da I;(y) monoton fallend in y und da yo < y — K, sowie
X1 > —K, dass

Ly k)
Z X; > ylAp=1) =:e>0 (¢ unabhingig von 7).
j=2

Also gilt aufgrund der Monotonie von I;(y) die Aussage
€a*yP(Il<y) = HAO = j) > 0>0

auch fiir alle y < yo + K.
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Es folgen nun analog zum iid-Fall zwei Abschitzungen fiir die beiden Zufallsgrofen —Lly(y)

und VLVII((;) , die sich aus Lemma 3.4.2 herleiten lassen.

Lemma 3.4.3. Fiir y — oo und alle i € Q. gilt:

B ((LIT@)_WLY‘ Il(y)—l,Ao—z) _O(%),

wobei die Schranke in O(%) nicht von i abhdngt.

Beweis. Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Lemma 2.3.4 im iid-Fall. Sei

d"” iyl 0(2)
=—"Io :
GnlJ,1) 1= - log (MOU)) ‘H*,

d 7o.0(7) d*log p
S _Gi(A = Log [ T = .
S 1= 85, = Gi(Ar.i) = S o (W@,O(AL) )eza* und - k(6) (6.0)

Man leitet nun den Ausdruck

E <€9SL+tWL_LC(9’t)M‘AO - @) =1
We,t(AO)

fiir t = 0 nach 6 an der Stelle 6 = 6* ab.
Einmaliges Ableiten ergibt:

0= iE AP Llogp(@(])ﬂ-eo
do To,0( Ao

— B <€03L—Llogp(€,0) (( 7 )
0,0)

d o O(AL) .
d@ 71'90 0) ‘AO—Z ‘0:0*
A ) d 7Tg() AL) 7T A() .
_ i ( ps1-L10zp0.0) To0(AL) <s ~L +< Ag =i
< Uy O(AO) p( s ) de 7T90 0) Ty, A ‘ 0 ’9:9*
A ) pl< ) ) d W@O(AO) .
E 0Sr— LlongO)ﬂ-eo( L (S _ I _10 An =i
< To O(AO) p(@,O) db Yy O(A ) ‘ 0 ‘9:0*

_ Q*SLTFQ*, (A ) o * . * . @ * %
= E(e ool Ao) (S — Lw )’Ao—z>, da p(6*,0) =1 und de(@ ,0) = w™.

Also ergibt sich nach Multiplikation mit mp« o(¢) > 0, dass

wil,,
7)) =

0
0
7(6,0)

E((SL, — Lw*)e" e e o (AL)|Ag = i) = 0 gilt. (3.8)
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Ein zweites Ableiten nach 6 an der Stelle 6§ = 6* ergibt:

0=0*

0= d? E( 051, —L1log p(6,0) o+ 0(AL)

d02 7T9*’0<A0)
d _ To0(AL) p'(0,0) d 7,0(Ao) ,
- —F 0S1,—Llog p(6,0) 16,0 I . _1
df (e ool \F T L0 0) T a0 %8 \ o (Ay) ‘ - ‘9 P
A ) p’(ﬁ 0 d 76,0 AQ)
- B 0Sr,— Llogp(@O)Tr@O( L (S _ I ) (
( mo0(A0) \"F T p0.0) a8 B \mpo(Ar)

) 14
(%(mw i (o)) >w

_E ( e*sL:zZ_((iﬁ))(Lk(e )+ Gal(Ar, )| Ao = @) .

Man erhélt also nach Multiplikation mit 7y« o(7) folgende Aussage:

E((gL — Lw*)2€9*sLﬂ'9*70<AL>’AO = Z)

= B((k(0")L + Ga(Ay, 1))e” e mge o(AL)| Ag = i) (39)

Ein drittes Mal Ableiten fiihrt zu folgender Gleichung;:

E((S, — Lw*)*e? 5t mp. o(AL)|Ag = 1)
= 6E((Sy — Lw")*(k(0")L + Go(Ap,1))e” 5Emp. o(AL)| Ag = i)
+AB((Sy — L") (K (07)L + Gs(Ap, i)’ 570 o(A1) [ Ay = i) (3.10)
+ E((K"(0")L + Ga(Ap, )" 5 mge o(AL)|Ag = i)
— 3E((k(0")L + Ga(Ap,1))%e” 5t mg o(AL) | Ag = 1).
To0 ist nach Voraussetzung streng positiv (dies folgt aus dem Perron-Frobenius-Theorem
(siche Theorem 3.2.1)), ferner ist my o analytisch in 6, da alle Eintrige der zugehorigen

Matrix Py analytisch sind.
Daher gilt

maX]G (4,9)] <C, ne{l,..4}. (3.11)
Nun werden analog zum Beweis von Lemma 2.3.4 im iid-Fall schrittweise die folgenden
fiinf Behauptungen bewiesen. Fiir alle ¢ € Q) gilt:
(i) E(Le” 5ty o(AL)|Ag = i) = O(y)
(ii) E((Sy, —w*L)2e? 5rmp. o(AL)|Ag = i) = O(y)
(iii) €2 := E(L%e% Stmg- o(AL)| Ao = 1) = O(y?)
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(iv) n? = BE((S;, — w*L)%e? 5rmp. o(AL)|Ag = i) = O(3?)

(v) B((y —w*Li(y)'[11(y) = 1, Ag = i) = O(y?)

u (i): Da nach Lemma 3.4.2 fiir alle i € Q.
P(L(y) = 1|Ag = )" € [6,C] und nach (3.11)

y<S,<y+K sowie y—C <8, <y+K—C unter L(y)=1 Dbzw.
~KL<S5,<0 sowie —KL—-C<S,<—-C unter I(y)=0

gilt, folgt mit (3.8) fiir geniigend grokes y und geeignete C; und Cy, sowie fiir alle
Z. < Q+:

E(LGQ*SLTF@*V()(AL”AO = Z)
1 }
- E[P(h( y) = 1|Ag = i)e" VE(Spe” 5 W mg o(AL)| L1 (y) = 1, Ag = 9)
+ P(Ii(y) = 0|Ag = i) E(Spe” " mpe o (AL)|T1(y) = 0, Ag = )]
€ [Clya CQy]

zu (ii): mp« o(7) sowie Sp, sind beschrénkt. Also folgt mit (3.9), (3.11) und Behauptung
(i), dass

E((S;, — w*L)2e" St mpe o(AL)| A = 1)
_E <(k(6*)L 4 Go(Ar, )€ Stmpn o(Ar) ‘AO - z>
= k(Q*)E(LeQ*Sng* (AL)lAO = Z) ‘I— E(GQ(AL, ) 9*SL7T9 O(AL)|A0 = ’L) O(y)
zu (iii): Es gilt

D2 = E(gLee*sLﬁg* (AL)|A0 = Z)
= P([l( ) = 1|A0 = Z) yE(52 0" (Sr—v) Trgx, (AL)‘II( ) = 1,A0 = Z)
T P(Ii(y) = 0] Ay = ) E(S3¢” Som4- o AL) Ii(y) = 0, Ag = i)
€ [C1y?, Cyy®]  (analog zu (i)).

Daraus ldsst sich mit Hilfe von (ii) folgern, dass mit den Bezeichnungen D = O(y) und

E=0(y)

w2 = 2 E(SLLe? St mpe o(AL)|Ag = 1) — O(32) + O(y)
<2WED + E,

gilt, da nach Cauchy-Schwarzscher Ungleichung:

E(SpLe” St mge o(AL)|Ag = i) < DE.
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Die grofte Wurzel aus dieser quadratischen Ungleichung in w* ist durch Cy fiir eine
geeignete Konstante C' > 0 beschrinkt, also gilt, da & positiv ist, dass £2 = O(y?).

zu (iv): Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt:

A

E((Sp — w*L)?Le” * mg- o(AL)| Ao = i) < n¢
E((Sp — w*L)Le” 5t mye o (AL)|Ag = 1) < /né€.

Somit ergibt sich unter Ausnutzung von (3.10):

n? = 6k(0*)E((S, — Lw*)?Le? St mp. o(AL)|Ag = i)

+ 6E((Sy — Lw*)2e" St Gy (AL, i)mg- o(AL)| Ag = 1)
+ 4K (0)E((SL, — Lw*)Le? St mge o(AL)|Ag = 1)
+4E((Sp — Lw*)Gs(Ap, i)e” St mge o (AL)|Ag = 7)
+ K"(0")E(Le? St mpe o(AL)| Ag = 9)
+ E(G4(Ap, )e” 5t mge o(AL)|Ag = 1)
— 3(k(0%)2E(L*e” %ty o(AL)|Ag = 1)
+ 6k(0*)E(LGy(Ap,i)e” St mg o(AL)|Ag = 1)
— 3E((Go(Ap, 1)) St mpe o(AL)|Ag = 1).

< 6k(0°)nE + 4K (0°)/nE€ + K" (0%)E(Le? St mge o (AL)|Ag = 1)
—3(k(07))°€* + O(y)

= O(y)n + O(y?)
nach (i), (ii), (iii), sowie (3.8) und (3.11) und da S beschréinkt ist.

Somit erhdlt man analog zur obigen Argumentation im Beweis zur Behauptung (iii):
2 2
nt = O(y).

zu (v): Da nach Lemma 2.3.3
0<d<P(L(y) =140 =)
fiir alle ¢ € Q4 gilt, folgt mit (iv) unmittelbar, dass

O(y?) = E((Sy, — w* L) e v o(AL) | L(y) = 1, Ag = 1)
= E((Sp—y+y—wL)e S (AL (y) = 1, Ag = i).

Da S; — y und 60*(SL_y)7T9*,U(AL) unter I1(y) = 1 beschrinkt sind, ergibt sich

E((y —w*Li(y)*i(y) = 1, A0 = i) = O(°).
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Zusammen mit (v) erhilt man schlieklich die gewiinschte Aussage:

’ <(LT@) - f) 1) =140 = z-) - p(lei

of3)

(y) =1,40 = Z)

Lemma 3.4.4. Fir y — oo und alle v € Q) gilt:

() b -sam ) o3}

wobei die Schranke in O(y%) nicht von i abhdngt.

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Lemma 3.4.3.
Zunichst wird der Ausdruck (3.5)

I ( easLHWLLc(e,t)M‘ Ay = 2) =1

Wa,t(Ao)

nun dreimal nach ¢ an der Stelle ¢ = 0 abgeleitet, wobei man 6 = 6* setzt. Man erhalt
analog zum vorhergehenden Beweis mit den Bezeichnungen

) = g (2220)

t=0’

a d T o* t(l)

Wy =W, — H(A W, ——1 —_— d

L L (A, i) =Wy di 0og We*,t(AL) —o un
d2
* —— (] *
k(67,0) = =5 (log(p(07,1))) | _
die folgenden drei Ableitungen:
T * 0*S . * dp * dlogp *
E(Wr —u"L)e” "tmp« o(AL)|Ag =1) =0, dau = —(0%,0) = o (60,0) (3.12)

(wobei sich die Aussage u* = %(6’*, 0) vollig analog zur Aussage w* = %(9*, 0), welche
im Beweis zur Anmerkung 3.3.2 gezeigt wird, beweisen 1sst)

E((Wy — u*L)*e" St mg. o(A )|A0 = 1)

. (3.13)
= E((R(e*, O)L + HQ(AL, Z)) Lﬂ'@* (AL)’AO = Z)
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E((Wp —u"L)*e” St mge o(AL) | Ap = i)
= 6E((Wp, — uw L)*(k(6%,0)L + Hy(Apr,i))e” L o(Ar)| A = 4)

2 dl‘i . * .
+4AB((Wy — w” L) (7 (0%, 0) L + Hs (AL, i))e? S mge o (AL)|Ag = i) (3.14)
2

2k o .
+E((dt2 (0%,0)L + Hy(Ap,i))e? e mge o(AL) | Ag = i).

= 3B((k(0",0)L + Hy(Ap, )" *Fmge o(Ap)|Ag = 9).
Dabei erfiillt H,(j,7) analog zu Lemma 3.4.3 die Eigenschaft

maX|H (7,9)] <C, nef{l,..4}. (3.15)

Es werden nun wiederum die folgenden Aussagen bewiesen:

(i) E(Le”tmeo(AL)|Ag = 1) = O(y)
(1) ((WL —u'L)%e" rmp o (AL )| Ao = i) = O(y)
(iii) &% := E(L?" *tmp-o(AL)|Ag = i) = O(y*)
(iv) = B((Wr —wL)*e” g o(Ar)|Ag = i) = O(y?)
(v) E(Wp —w L) Ao =i, Li(y) = 1) = O(y)

Die Aussagen (i) und (iii) wurden schon in Lemma 3.4.3 bewiesen.

zu (ii): mp« o(7) sowie S, sind beschrénkt. Also folgt mit (3.13), (3.15) und Behauptung
(i) analog zum Beweis von Lemma 3.4.3 (Behauptung (ii)), dass gilt:

E((Wp, —u"L)*e” 9. o(AL)| Ao = i)
= E((k(6",0)L + Ha(Ap,4))e” *tmp- o(AL)|Ag = i) = O(y).

zu (iv): Erneut wendet man die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung an, so dass man
folgende Aussagen erhalt:

E((Wy, —u*L)?Le? 5t mpe o(AL)|Ag = 1) < o
E((WL - U*L)LGQ*SL’]TQ* (AL |A0 = Z \/ CO f
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Daraus und aus (3.14) ldsst sich nun herleiten, dass

¢ = 6k(0",0)E(Wy, — u*L)*Le” St o(AL)| Ao = 1)
+ 6E((Wy, — u*L)*Hy(Ap, i)e” St mg- o(AL)| Ag = 1)

d -~ *
+ 4207, 0) B((W — w L) Le” S o (Ap)| Ao = 3)
+AB(Wy, —u “LYH3(Ap,i)e” 5t mpe o(AL)|Ag = i)
d2 *
+ ﬁ(e* O)E(Lee SL7T9*70(AL)|A0 = Z)

+ E(Hy(Ap,i)e” 5t mpe o(Ap)|Ag = 1).

— 3(k(6%,0))*E(L*” * mge o(AL)|Ag = i).
+ 6rk(0,0)B(LHy(Ap,i)%e” *tmp- o(AL)|Ag = i).
— 3E((Hy(Ap,1))%e” Smge o(AL)|Ag = 4).

< 66(0 00 + 420", 0)/GoE + T (0", 0) B(L St o(A) g = )

—3(k(67,0))%" + O(y)

O(y)Go + O( ?)
nach (i), (ii), (iii), sowie (3.12) und (3.15) und da Wy, beschrinkt ist.

Die grofite Wurzel aus dieser quadratischen Ungleichung ist O(y), also da ( positiv ist,
folgt ¢§ = O(y?).

u (v): Da nach Lemma 3.4.2
0<6<P(I(y) =1]Ag = i)V
fiir alle ¢ € Q4 gilt, folgt mit (iv) unmittelbar, dass
E((Wy, = w L(y)) e 5D (A () = 1, Ag = i) = O(?)
Da ee*(SL_y)m*’O(AL) unter I;(y) = 1 beschrankt ist, erhélt man

B((Wy — w'L)|(y) = 1, Ay = i) = O(3?).
Zusammen mit (v) erhilt man nun die gewiinschte Aussage:
W 4
L(y) * .
— — Li(y)=1,A0 =
( L(y) u ) 1(y) y Ao =1
1 T *7\4
=B 751 (Wiw) —v'L)

1
Liy)=1A :i) :O(—>,
) )= 1A 2
denn unter I;(y) = 1 gilt L(y) > %, day < Sp < L(y) K. =
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Analog zum iid-Fall zeigt man nun zunédchst die Aussagen der beiden Grenzwertsétze
(sieche Theorem 3.3.1 und Theorem 3.3.3) fiir den Fally =n, n € N, v € {1,...5,}, d.h.
man zeigt, dass fiir jeden Wert von Ag und fiir alle v € {1, ..., j,} gilt:

(i)

v - My 1 .
() — Fw(n) — fast sicher
n n—o0 w*

(i)
T (n)
Zi:/@ (n)+1 UZ

7,(n) — Ky(n)  n—oo

*

u* fast sicher

Dabei withlt man j, = [Alogn], wobei A eine feste Konstante ist mit
—Alog(l — P(—np < Sty ooy Smg—1 < 1 < Spp|Ap = 7)) > 1.

Lemma 3.4.5. Fir jeden Wert von Aq gilt:

v - M 1 .
lim max M — — | =0 fast sicher.
n—oo v=1,...,[Alogn] n w*

Beweis. Q0 und Q_ (vergleiche (3.6)) besitzen die Darstellungen:

Q, ={i:fir alle y > 0 gilt: P(I,(y) = 1|Ag, 1 =1) > 0},
Q_ = {i : es existiert ein yo > 0, so dass P(I,(yo) = 1|Ag,_1 =) =0}.

Aus der Monotonie von I,,(y) folgt, dass ein y, existiert, so dass fiir alle y > yo und fiir
alle v € N P(I,(y) = 1|Ak,—1 € Q_) = 0 gilt (vergleiche Aussage nach (3.6)).

Falls also I,(y) = 1 gilt, muss notwenigerweise auch Ag,_; € Q, gelten.

Mit anderen Worten:

Es existiert ein yy, so dass fiir alle y > y, fiir alle v und fiir jeden Anfangzustand
I,(y) =1 auch Ak, | =i € Q, impliziert.
(3.16)

Aus Lemma 3.4.3 folgt insbesondere fiir y = n, dass

B ((L”fb”) - wi)4 L(n)=1Ax _, € Q+> =0 (i) ,

n2
bzw. mit Hilfe der alternativen Bezeichnungen, dass
v - hy 1 4 1 .
p((Ere - LY ven) o (%) wn o
n w n
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Es gilt also fiir alle € > 0:

p(M_i*‘>g‘A0:z')

n w
4
5 ((n(n)nnu(m ~ ) = Z)
< 1 (nach Markov-Ungleichung)
5
4
E ((—“W;“VW —~ 5) Ag, 1 =i€ Q+)
< : (nach (3.16) fiir geniigend grofes n)
€
4
E ((—M");ﬁv(”) - WA) Ag,-1 € Q+)

54P(AK1,—1 = i|AKV_1 € Q+)
C 1 C.
< =: h (3.1
- n254 P(AK,,—I = Z.|AKV_1 < Q+) 712]51" <nac (3 7)>

wobei p; = P(Ak,_1 = i|Ak,_1 € Q). Somit ergibt sich fiir alle € > 0:

oo [Alogn]
3

Damit ergibt sich analog zur Beweisfiihrung im iid-Fall (siehe Lemma 2.3.6) mit dem
Lemma von Borel-Cantelli, dass fiir alle i € Q)

M_é‘ >5‘A0:¢) g%AzlogQH < 0.
n w pi DM

v - hy 1 . .
P(lim max M—— :O‘A0:z> =1 gilt.
n—oo y=1,...,[Alogn] n w*
O
Lemma 3.4.6. Fir jeden Wert von Ag gilt:
S U
lim max =tiv(n) —u*| =0 fast sicher.

n—oo y=1

..... [Alogn] | T,(n) — Ky(n)

Beweis. Aus Lemma 3.4.4 folgt fiir y = n, dass

E ((‘2/((:; - u*>4 L(n)=1,Ax,_, € Q+> -0 (i> ,

n2
bzw. mit Hilfe der alternativen Bezeichnungen, dass

) g !
i=ky(n ? 1 1
5 ( > v(n) ) . u*) ‘AKV—l e, | =0 (ﬁ) gilt. (3.18)

T,(n) — K, (n
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Analog zum vorhergehenden Beweis von Lemma 3.4.5 ergibt sich somit fiir alle ¢ > 0
nach Markov-Ungleichung sowie (3.16) und (3.18):

Tv(n) U
1=Ky (n ( . C 1 Ca

n?et* P(Ag, 1 = i|Ak, 1 € Q) n2p;
und somit:

7(n) = Ky (n)
oo [Alogn]
>3 o
n=1 v

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli gilt also (vergleiche iid-Fall: Lemma 2.3.7) fiir alle

1 €€ -
> U,
izl 7t = O’Ag = Z) =1.

7(n) — ky(n)
Um nun die Aussagen der beiden Grenzwertsitze vom Fall y = n, v € {1, ..., j,} auf den
Fall auszuweiten, bei dem y > 0 beliebig wéhlbar, sowie v = min{k > 1: I;(y) = 1}
ist, werden analog zum iid-Fall zwei weitere Lemmata bendtigt, welche Aussagen iiber
das Verhiltnis von k,(n) zu x1(y) bzw. von 7,(n) zu 7 (y) treffen.

Tv(n) '
Zi:nu(n) UZ

() — ry(n) w

C: =1
>5’A0:7J) STAZ Og2n<OO.
pi n=1 n

P | lim max
n—oo y=1,...,[Alogn|

O

Lemma 3.4.7. Fir jeden Wert von Ag stimmt die erste Exkursion zum Level n+1 fiir
gentigend groffes n fast sicher mit einer der ersten [Alogn| FEzkursionen zum Level n
tiberein, d.h. es gilt

P(ki(n+1) =k,(n) fir einv e {1,...,[Alogn]}Ag=1i) =1 fir allei € Q.

Beweis. Es existieren mg,ny € N (unabhingig von i), derart dass fiir alle i €
P(—np < 51,52, ooy Smg—1 < 1 < Sppyldo =1) =1a >0
gilt, wobei a unabhingig von ¢ ist, denn:

Da die Markov-Kette irreduzibel ist, existiert ein m; € N und ein ng > m; K
(K derart, dass | X;| < K), so dass
(i) P(Ap, = iolAo = i) = p™ >0

i1g

(11) min{Sl, ...,Sml} > —ny (da |Sz| <K < ng, 1 <1< ml)
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gilt. iy soll hier den Anfangszustand eines Zyklus C der Lange k mit

PO X > 0,m =1,..,k, C) > 0 fiir geeignetes 0 bezeichnen. Die Existenz eines
derartigen Zyklus ist sichergestellt, da nach Voraussetzung

PO Xi > 0,m=1,.,k C) > 0 fiir einen endlichen Zyklus C gilt. Wird dieser
Zyklus von S,,, ausgehend "2 mal durchlaufen, erreicht der Prozess also einen Wert
grofer —ng+0+E" =1 (danach (ii): S,,, > —ng), d.h. mit positiver Wahrscheinlichkeit
existiert ein mo € N mit S,,,, > 1. Es gilt also:

P(—TLO < Sl, "'7Sm0—1 <l< SmolAO = Z)
P —ng < Sl, ...,Smofl <1l< SmolAO = i,Aml = Z())P(Aml = i0|A0 = ’l)

v

14+n

> P(—ng < S1, ..y Smy—1 < 1 < Sy, C wird ®_mal durchlaufen| Ay = i, A, = i)

(
(
(

e

A, =io|Ao = 1)
=:a>0.
Sei nun analog zum iid-Fall &, gegeben durch:

&, ={fiir jeden Wert von Ay erreicht keine der j,, = [Alogn| Exkursionen, die durch

.....

Es gilt P(limsup &,) = 0, denn:

n—oo

Wahlt man A geniigend grofl mit —Alog(1l —a) := v > 1, so gilt:

P(&)
Jn
< H P(XT,,(n)+1 < l,XTy(n)+1 + XTV(n)JrQ < 1, ...’XTV(TL)+1 + ...+ Xau(n) < 1|A0 = Z)
v=1
(analog zum iid-Fall, siche Beweis zu Lemma 2.3.8)
Jn

< P({—TLO <Xi<.<Xi+..+ Xmo—l <l<Xi+..+ XmO}C|A0 = Z)

1— P(—no < Sl, ...,Smofl <l SmolAO = i))jn

; C
1 —a)" = (1—a)Alsn < —  fiir geeignetes C' < oo,
n

C
denn (1 _ a)[Alogn] S C(]_ _ a)Alogn — CnAlog(lfa) — _’Y
n

Damit folgt, da v > 1 ist, dass

f:P(Sn) < i % < oo gilt.
n=1 n=1

Also ergibt sich zusammen mit dem Lemma von Borel-Cantelli die gewiinschte Aussage:
P(limsup &,) = 0.

n—oo

77



3.4. Beweis der starken Grenzwertsétze Kapitel 3. Grenzwertsitze im Markov-Fall

Fiir jeden Wert von Ag erreicht also die erste Exkursion zum Level n fiir geniigend
grofes n P-f.s. auch das Level n + 1.
O

Nach Lemma 3.4.7 gilt also auch, dass die erste Exkursion zum Level y mit n < y <
n+ 1, fiir jeden Wert von Ay fast sicher mit einer der ersten j, Exkursionen zum Level
n iibereinstimmt, also die ,Startpunkte fast sicher gleich sind:

P(k1(y) = ky(n) fiirein v € {1,...,[Alogn]}|Ag=1i) =1 firn<y<n+1.

Das folgende Lemma liefert nun eine Konvergenz fiir 7,,(n) gegen 7(y), die es einem
analog zum iid-Fall ermoglicht, die Aussagen der beiden Grenzwertsétze vom Fall y =
n, v € {l,..,j,} auf den Fall y > 0, v = min{k > 1: I;(y) = 1} zu verallgemeinern.
Dazu sei

Tr = sup min (7(y) — 7,(n)).

n A
n<y<n—+1 ISVSJ’!L
=Y ()< (9)

Lemma 3.4.8. Fiir jeden Wert von Ay gilt:

T*
-  —— 0 fast sicher.
n n—oo

Beweis. Der Beweis verlauft vollig analog zum iid-Fall (vergleiche Lemma 2.3.9).
Man betrachtet das Maximum von (.S,,)men, welches durch M := max Sk gegeben ist.

Dieses ist fast sicher wohldefiniert, da nach Voraussetzung E(X;) < 0 gilt. Ferner sei J
der Zeitpunkt, bei dem M das erste Mal angenommen wird, also

JIIHf{kZlSk:M}

Nach Ney und Nummelin (siche [17], Theorem 5.3) existieren Konstanten ¢ und b, so
dass

P(J=klAy=i) <P (% > 0]Ay = z) < ce Pk

gilt, J weist also einen exponentiellen Zerfall auf. Damit gilt auch

P(J>klAg=1i)=) P(J=i[Ag=i) <) ce™=ce ™ e =e"C (3.19)
i=k i=k i=k

fiir ein geeignetes C.

Analog zum iid-Fall sei .J,(n) definiert durch

jl,(n) =inf{j > 1: Sj+ﬂ,(n) — Sfu(n) = max (Sp — ST,,(n))}-

T (n)<k
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3.4. Beweis der starken Grenzwertsétze Kapitel 3. Grenzwertsitze im Markov-Fall

Betrachtet man nun einen beliebigen Wert y mit n < y < n + 1, so gilt nach Lemma
3.4.7 fiir jeden Wert von A fiir geniigend grofies n, dass die erste Exkursion zum Level
y mit einer der Exkursionen aus (x,(n),7,(n),0,(n))veqi,... ;.1 libereinstimmt. Es folgt
also genau wie im Beweis zu Lemma 2.3.9, dass

,,,,,

Tr = sup min  (7(y) — 7,(n)) < max{.Jy(n), Jo(n), ..., J;,(n)}
nSy<ntl e )

gilt. Damit ergibt sich vollig analog zum iid-Fall fiir alle ¢ > 0:

> /T . - : '
ZP(#>€|AO:Z><ZP n) > ne fir ein v € {1, ..., j, }| Ao = 1)
- ZZP(J>n5|A0:z’)
n=1 v=1

< éZAlog ~bn¢ < 00 mnach (3.19).

n=1

Zusammen mit dem Lemma von Borel-Cantelli folgt die gewiinsche Aussage.
[

Damit stehen nun zum iid-Fall véllig analoge Aussagen zur Verfiigung, mit Hilfe derer
man die beiden Grenzwertsitze beweisen kann.

Beweis von Theorem 3.3.1. Fiir jeden Wert von A, gilt:

T1(y) — k1 (y) T1(Y) — Maxi <y <, (n)<r (y) K ()

lim = lim (nach Lemma 3.4.7)
Yy—00 y Yy—00 y
— lim min ((Tl(y) _Tu(n)> + (Tu(n) _Hu(n)))
y—oo  1<v<jn n n

Tv(n)<71(y)

1
= — fast sicher (nach Lemma 3.4.5 und Lemma 3.4.8)
w*

Also erhélt man schlieflich unter Ausnutzung der Tatsache 71 (y) — k1(y) = L, (y), falls
v=min{k > 1: I;(y) = 1}, die gewiinschte Aussage. O

Beweis von Theorem 35.3.3.
71(y)

Tv(n)
Sei W):= sup min Z U; — Z U;|.

< 1<v<y
nsy<ntl " li=m (y)+1 i=kKy(n)+1
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3.5. Ein zentraler Grenzwertsatz Kapitel 3. Grenzwertsétze im Markov-Fall

Dann gilt fiir jeden Wert von Ag

= max |U;] — — 0
n n—oo

71(y) ; 7(y) D 7,

*
~ < sup min max
n 1<v<y,

ney <t et

fast sicher nach Lemma 3.4.8.

Es gilt also fiir jeden Wert von Ay:

lim | ————— Ui
v \ mily) —mly) 5=
1 71(y) 7 (n)
= mn o e e Z Uit o = mm) ()—,@(n) | 2 Vim >, U
1=Ky (n)+1 i=r1(y)+1 i=kKy(n)+1
(da nach Theorem 3.3.1 lim nily) — fy) = lim 7(n) = Ky (n) gilt)
Y—00 Yy n—oo n
71(y) v (n)
. . 1 Zi;nl +1U Zz Ku(n
= yll_{go 12,1;;” Tl,( _ Hz/ ;)+1 U; + Ty (n)—ku(n) ( n

*

= U

fast sicher nach Lemma 3.4.6, nach Theorem 3.3.1 (M — - fs.) und da W 0

(s.0.).
Da unter v = min{k > 1: [;(y) = 1}
m1(y)
E/€1(Z?JJ)+1 Ui _ Lu(y)
ni(y) —mly)  Wo(y)

gilt, erhélt man somit die gewiinschte Aussage. [

3.5 Ein zentraler Grenzwertsatz

Wie auch schon im iid-Fall (siehe Abschnitt 2.4) sollen nun Aussagen iiber hochscorige
Sequenzsegmente in Form eines zentralen Grenzwertsatzes getroffen werden. Konkrete
Aussagen beziiglich Lainge und Zusammensetzung von Sequenzen mit hohem Score sind
in den Korollaren (siehe Korollar 3.5.2 - Korollar 3.5.4) zu finden.

Die Notationen und Voraussetzungen seien wie bisher (siehe Abschnitt 3.1) mit dem
Unterschied, dass die (U;) hier Zufallsvektoren sein sollen.

Ferner setzen wir zusétzlich voraus, dass X; unter Ag = 7 und A; = j entweder eine
Gitterverteilung der Spanne d besitzt oder eine stetige Zufallsgrofe ist.
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3.5. Ein zentraler Grenzwertsatz Kapitel 3. Grenzwertsétze im Markov-Fall

Des Weiteren seien fiir alle Paare (7, j) die strengen Ungleichungen
P(X1>O]A0:i,A1:j)>O und P(X1<0|A0:7:,Al:j)>0

erfiillt und es gelte p;; > 0.

Gegeben seien also beschrinkte und unter A;, A,, ... unabhingige Zufallsvektoren
U,,Us,, .... Die Verteilung von U,, = (U1, ..., Up,y) hdnge von nur X,,, sowie von den
Werten von A,,_; und A,, ab.

(Anmerkung: Um Verwechslungen zu vermeiden, werden im Folgenden Vektoren fett
gedruckt.)

p(0,t) sei der Spektralradius der Matrix
Py, = (pi;E(e XU 4 =4 A = J))ige{l i}

ot = (mp4(1), ..., me+(1)) > 0 und tPg ¢ > 0 seien die zugehdrigen Rechts- bzw. Linksei-
genvektoren, welche man ohne Einschrénkung normiert, d.h. es gelte (mg .+, Yo,t) = 1, so-
wie (mgt, €) = 1 (die Existenz derartiger Eigenvektoren ist nach dem Perron-Frobenius-
Theorem (siehe Theorem 3.2.1) sichergestellt). Man definiert ferner ¢(6,t) durch

C(@, t) = log p(e, t)'

0* sei wie bisher die eindeutig bestimmte positive Losung von p(#,0) = 1 bzw. von
¢(0,0) = 0 (zur Existenz und Eindeutigkeit sei auf Anmerkung 2.2.2 verwiesen) und es
sel

. d d . . . . . :
“ dg( 0) =Y piy E(X1e” X1 Ag = i, Ay = j)mo- 0(j)tbo- 0(i) > 0,  sowie

i,j=1

u* = (. k) = (35;(9* 0),.. dcic (0, )) (3.20)

= Y piBEUe” Ay =i, Ay = j)mg- o(j) o o(i) wobei
ij=1
E(Ulee*xlh‘lo =i, 4 =j) =
(BE(Une” Ay =i, Ay = j), ... E(Urme” XAy = i, Ay = j)).

dp (p*
(w* und u* besitzen dabei diese Summendarstellungen, da % (9* 0) = f’((;; (’g) = %(9*,0)
und da nach Anmerkung 3.3.2

d : .
5,0 = D paB (G Ao = b s = -l ofi)

gilt. Véllig analog zum Beweis dieser Anmerkung ldsst sich zeigen, dass auch
dp

dtk< sz] Ulke 1|AO =i, A = j)ﬂ'e* ( >)¢9*,0(Zl) gﬂt.)

tj
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3.5. Ein zentraler Grenzwertsatz Kapitel 3. Grenzwertsétze im Markov-Fall

Mit diesen Notationen gilt nun folgender zentraler Grenzwertsatz:

Theorem 3.5.1. Es seiv der erste Index mit I,(y) =1, d.h. v =min{k > 1: I;(y) = 1}.
Dann gilt fir jeden Wert von Aqy fiir y — oo:

W Ty (y)
=Y WUe—u) = NOE) mit Y= (0w,
k= Ku 1+1 ( )
Ol = ——— d2 Zp U —’U,*>k<U —u*>l€0*X1|A =1, A Ij)ﬂe* (J)%* (Z>
dtkdtz i,j=1 ! ' ' i o ' o

Analog zum iid-Fall lassen sich daraus Aussagen beziiglich der Linge L,(y) von Se-
quenstiicken mit hohem Score (siehe Korollar 3.5.2), iiber die Zusammensetzung von
hochscorigen Sequenzstiicken (siehe Korollar 3.5.3) und beziiglich der Zufallsgrofe

L () ) (U — u*) (alternative Bezeichnungen siehe (3.1)) treffen.

L, (y) k=r1(y

.. L R

Die in den Bewelsen zu den Korollaren verwendete Aussage % — wi P-fast sicher,
y—00

falls v = min{k > 1: I;(y) = 1}, gilt nach Theorem 3.3.1 auch im Markov-Fall fiir
jeden Wert von Aj. Da die Beweise von Korollar 3.5.2 und 3.5.4 somit vollig analog
zum iid-Fall verlaufen, wird an dieser Stelle lediglich Korollar 3.5.3 bewiesen. Fiir die
beiden anderen Beweise sei auf Abschnitt 2.4 verwiesen.

Korollar 3.5.2. Sei v = min{k > 1: I;(y) = 1}, dann gilt fiir jeden Wert von Ay fiir

Yy — 00!
w* * 2
\/?(y —wL,(y)) WN(OJ ),

wobei 0 = Z:,j:1 pi E(X1 — w*)2e” XAy = i, Ay = j)mg+0(J)10o= 0(2).

Korollar 3.5.3. FEs sei A eine Borelmenge aus dem Wertebereich von X1 und v =
min{k > 1: Iy(y) = 1}. Dann gilt fir die empirische Haufigkeitsverteilung u,(A;y) =

T P
k;(i?,),,l-‘-l T4 (Xk)

Lu(y)

des Fintretens von A fiir y — oco:

Ly (y) (1 (Asy) — 1" (A)) o N(0,¢"),

tir jeden Wert von Ay, wobei ¢* = u*(A) — u*(A)? und
fiir g ; 0 L

pr(A) = Z pz’jE@A(Xl)eg*Xl’Ao =i, A1 = j)me 0(J) Ve 0(3).

1,j=1
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3.6. Beweis des zentralen Grenzwertsatzes Kapitel 3. Grenzwertsitze im Markov-Fall

Beweis. Analog zum Beweis von Korollar 2.4.3 ergibt sich mit Uy = [4(X}) nach
Ty (y)

. _ k=K, _1+1 Uk * _ * .
Theorem 3.5.1, dass u,(A;y) = —y M (A) = u* und somit

VLu(y) (1 (A5 y) — p(A)) — N(0, ).

V)

Es bleibt lediglich zu zeigen, dass ¢* = u*(A) — p*(A)? gilt:
¢ = Y i B((Ls = (A))%" 1 Ag = i, Ay = )mo- (7)o o (1)
]
=) py (E(Hiee*xlmo =i, Ay = j) = 2u* (A) E(Tae” Ay = i, Ay = j)
]

+ W (APE(E” XAy =i, Ay = j))”G*,O(j)W*,o(i)
= W (A) = 2u" (A + i (A)D pyE(e” Ay = i, Ay = j)me 0(j) o 0(0)

= " (A) — 1 (A)?

nach Definition von u*(A) und da nach Proposition 3.2.2 gilt:

L= p(0%,0) = S piy B 51 Ay = i, Ay = ) "20)
p(0",0) ;py (Ao =i, 4 = )

was aufgrund der Normiertheit der Eigenvektoren (3_,; mp« o(i)1p+ 0(i) = 1) dquivalent
ist zu

L= pi B(e" 1| Ag =i, Ay = §)mg- 0(4) o+ 0(i).
i

Korollar 3.5.4. Fiir jeden Wert von Ay gilt fiir y — oo:

T1(y)
1 1
Z (U —u*) — N(0,%), wobei X = (0p)kieqr,..m} und
L,(y),_ V)
k=r1(y)+1

o = > iy P E(Ur — w*)p(Un — u*)ie” X1 Ag = 4, Ay = 5)7g+0(5) 00+ 0()-

3.6 Beweis des zentralen Grenzwertsatzes

Der Beweis verliauft weitgehend analog zum iid-Fall (siehe Kapitel 2.5). Die Aussage des
Theorems 3.5.1 wird also zunéchst fiir den eindimensionalen Fall mit u* = 0 gezeigt.
Dazu benétigen wir sechs Lemmata. Zunéchst sei an dieser Stelle ein Analogon zu
Lemma 2.5.1 angefiihrt.
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Lemma 3.6.1. Es existiert ein 0(t) nahe bei 0* mit ((0(t),t) = 0 und unter der Vor-
aussetzung u* = %(9*,0) = ZijpijE(Ulee*Xlle =i, Ay = j)mp«0(J) o= 0(i) = 0 gilt
fir dieses 0(t):

1v*

_px _ 2 3
6(t) =46 2w*t + O(t°),
wobei v* = dQC( g pii E(U2" XAy =i, Ay = §)mge0(j)bge0(i)  und
dt? - i B2 (Uy ,
w' = d(’( E piE(X1e” X1 Ag = i, Ay = j)moe 0(j)her 0 (7).
de g

Beweis. Da die Funktion ((,t) = log p(0,t) fiir geniigend kleines ¢ analytisch in ¢ und
da ((6%,0) = 0 ist, ldsst sich dieses Lemma vollig analog zum iid-Fall beweisen.
Wir wollen an dieser Stelle nur zeigen, dass

d¢?

V= dt2( %:pu E(ULe” Ay =i, A1 = j)m- 0(§) e+ 0(4)

gilt (zu den Darstellungen von u* und w* siehe (3.20)). Nach Proposition 3.2.2 besitzt
p folgende Darstellungen:

T T '
t) = Zpij (X Ay =i, A = j>7TZi((Z)) , 1 <i<n (3.21)

- Yo,0(4) .
t) = pz 6X1+tU1 A = Z A= =] ) 1< J < n, 3.22
) Z ! | ! )%ﬂr(]) ( )
Da p(6*,0) = 1 und 200 — 4* — 0 gilt

dt
LL(67,0)p(6%,0) — (2202 2
(p(6+,0))? T ar

d*¢ d*log p

w0 =" 2z 0)

(6%,0) =

Um die Ableitung Z; (0,t) zu bestimmen, erweitern wir den Ausdruck (3.21) auf bei-
den Seiten mit 7y (1), differenzieren ihn zweimal nach 6, erweitern ihn mit 1 .(7) und
summieren anschliefend tiber ¢ auf, so dass wir die Gleichheit

%(9, 03 moali) i) + 2%(9, D d”“( Jou(i) +p(0,0) 3" T (i) )

= 3 py BUR X Ag = i, Ay = §)mo,(5)nl0)

ij

+ szl‘jE 9X1+tU1|A = ’L Al = j)

7 %

d'ﬂ'g it

(J)be.4(7)

d*x ,
+ Zzpw 9X1+tU1’A — Z Al ) dtQ@t( )’Lpg’t<l>
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erhalten. Nun gilt aufgrund der Normiertheit der Eigenvektoren: ). mp(i)g, (i) = 1,
ferner gilt, dass

Z Ao (1) pyE(U XMV Ag = i, Ay = §)ibo (i) = flp(e D d”“”( Vo (5),

sowie nach (3.22), dass

d27r¢9,t . 0X1+tU . . . d27r9t
Z s () D i E(" U Ag = i, Ay = j)ibaa(i) = p(6,8) Y — 2 —az ¥ee(d).

J i J

Also erhalt man

d? . . . .
d—tg(@ t) = szpijE(UlzeeXﬁtUWAo =i, Ay = j)mo,4(j) 0, (7).
O
Wie im iid-Fall betrachtet man im weiteren Verlauf 6(t,) mit ¢, = ¢, /
Mit Lemma 3.6.1 ldsst sich folgende Aussage bewelsen
Lemma 3.6.2. Unter der Voraussetzung u* = 0 gilt fiir alle i € €:
lim E((e"H W — o5ty o(AL)|I(y) = 1, Ag = i) P(I(y) = 1|Ag = i) = 0.
y—00
Beweis. Da mp, in 6 und ¢ analytisch ist, gilt
(ty) ty( ) * w* * C
suplog—<09 -0 :O(‘H(t —)—0>§——>0,
nese| < 0(ott,) ~ ) ; N
somit erhalten wir fiir alle i:
To(t,)t, (1) — To=0(1). (3.23)

y—00
Demnach gilt also

lim B(( /540 We Sty (A1) = 1, Ay = ) P(I(y) = 1| Ao = 0)

Y—00

N q. * A) * 7T9*0(AL) .
— . l E G(ty)SL—i—tyWL o 70( L %S s ‘] :1 A —
moroi) Jim (6 o) () [W = A=

P(I(y) = 1|Ag = i )
=7 o(i) lim (E ( e/t SettyWe _Zluliu " 2/ Tot,) (AL — ¢’ SLQQ—‘I =14 =1
o 70( )y—>oo ( ( 7T9(ty) ty (A ) 77-9*,0(140) <y) 0
P(I(y) = 1|4y = @)>
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Damit geniigt es zu zeigen, dass

, Ar) v To+ 0(AL) ,
lim ( E [ ®)Sc+tsWe ULICHE S 7 (A /SN L ry = 1 Ay =i
y—»oo( ( W@(ty )ty (Ao) 7'('9*’0(140) <y) 0

- P(I(y) = 1|4y = i)) ~0.

Dazu wenden wir Lemma 3.4.1 (,Eigenschaften der Markov-Ketten-Erweiterung des
Waldmartingals®) an: fiir geniigend kleines |¢t| und 6(¢) nahe bei 6* gilt:

A(]:Z) - 1,
E( 6*5;, TTo*,0\A1L) o(Ar)

mo+0(Ao) )Zl'

Ferner folgt mit Lemma 3.6.1, dass ein 6(¢) in der Nahe von 0* existiert mit (6(t),t) = 0.

E( 0(t)SL-+tWL—LE(0(t),t) 7ot )1(Ar)
770<>t(Ao)

insbesondere gilt fiir ¢ = 0 und 6(0) = 0*:

Dieses 6(t) wahlen wir nun, wobei wir ¢, = t, /“’7* einsetzen. Wenn wir y geniigend grofs

wahlen, so konnen wir Lemma 3.4.1 anwenden (denn dann liegt (6(t,),t,) nahe bei
(6%,0)). Wir erhalten also, da ((6(t,),t,) = 0:

0= FE <69(ty)SL+tyWL To(ty) ty (Ar) _ St To«0(AL)
TO(ty) Ly (AO) 7T9*70(A0>
- P(I(y) = 1|40 = 1)
To(t,).t, (AL) o+, Tox0(AL) .
+E (69(ty)SL+tyWL e —e L—‘[ =0,40 =1
7T-9(7511)77511 (A()) To*0 (AO) (y) 0
- P(I(y) = 0[Ao = ).

Wie auch im iid-Fall geniigt es also zu zeigen, dass

Yy—oo

( llm E <€9(ty)SL+tyWL Tre(ty)aty (AL) _ 60*5‘,; WQ*,O(AL)
7Te(ty),ty(Ao) o+0(Ao)

Nun gilt nach (3.23), dass

A . «0(A

ymee To(t,).t, (Ao) mo+,0(Ao)
. «o(A
— lim E ((ee(ty)SL+tyWL _ SL)W":O—M‘[(y) —0,A = Z) P(I(y) = 04y = i).
y—00 T+ 0(Ao)

Ebenso gilt, da my- o(7) < 1 fiir alle ¢, dass

7Tg*70<AL> < 1
7T9*70(A0) - mll’lj W@*,O(j)’

min79*70(j) <
J
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somit bleibt lediglich zu zeigen, dass

lim E(e/t)SettaWe _ 075 1(y) = 0, Ag = 4)P(I(y) = 0|Ag = i) = 0.

y—00
Dieser Beweis verlduft vollig analog zum iid-Fall, deshalb sei er an dieser Stelle abgekiirzt
und auf Lemma 2.5.2 verwiesen. Es sei nur angemerkt, dass die Abschétzung
P(L =n+1|I(y) = 0) < e auch im Markov-Fall giiltig ist, denn nach Ney und
Nummelin (siehe [17], Theorem 5.3) existieren Konstanten ¢ und b, so dass

P(L=n+1/I(y) =0,4,=1) < P(% > 0|A4g = i) < ce k.

]

Im Folgenden wollen wir eine analoge Aussage zu Lemma 2.5.3 fiir den Markov-Fall
beweisen. An dieser Stelle tritt jedoch eine kleine Schwierigkeit auf, da die im iid-Fall
verwendete Aussage von Lemma 2.3.3 (e YP(I(y) = 1) € [6,1] fiir ein § > 0) im
Markov-Fall nicht fiir beliebigen Anfangzustand i erfiillt ist. Nach Lemma 3.4.2 gilt
namlich ausschlieflich fiir

ieQy={ie{l,..r}:firaley>0gilt P(I;(y) = 1|4y = i) > 0},

dass ein C und ein § > 0 existieren, derart dass P(I;(y) = 1|4y = i)’ € [§,C)]
(vergleiche (3.6)). Fiir

ieQ_={ie{l,..r}:es existiert ein yo > 0, so dass P([;(yo) = 1|Ag =1i) =0}

gilt dagegen, dass ein y, existiert, so dass P([;(y) = 1|Ag = i) = 0 fiir alle y > y, gilt.
Um den Beweis im Weiteren nicht allzu sehr zu verkomplizieren, wurde bereits am
Anfang des Abschnittes 3.5 vorausgesetzt, dass die strengen Ungleichungen
P(Xl > 0|A0 = i,Al = j) > 0, P(Xl < O‘AO = i,Al = j) > 0 und Dij > 0 erfiillt sind.
Unter diesen Voraussetzungen gilt namlich 2_ = &, denn fiir alle y > 0 gilt:

P(I(y) = 1|A¢ = 1)
= Z PiirPivia-+-Pipiyyriney L (Y) = Ao =4, A1 = i1, .. A = inw)

(150501, (y))

v

< Z piilpi1i2"’piL(y)fliL(y)P(I(y) = 1|A0 = l', AL(y) = iL(y)yXl > 0, ~~7XL(y) > O)

(7/1 ----- ZL(y))

. P(Xl > 0|A0 =1, Al = Zl)P(XL(y) > 0|AL(y)—1iL(y)—1a AL(y) = ZL(y))) > 0.

Unter den obigen Voraussetzungen sind wir nun in der Lage, das folgende Lemma zu
beweisen.
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Lemma 3.6.3. Sei u* = 0. Dann gilt fiir alle 1 € Q und fiir alle t € R:

B4,

1(y)
yooo  B(T Vg (AL)|I( ) =1

pre; ’

wobei v* = %(9*7()) = Zz‘jpz‘jE(Ufee*Xl|Ao =1, Ay = J)mo 0(J) e+ 0(3).

Beweis. Der Beweis verlduft analog zum iid-Fall (siehe Beweis zu Lemma 2.5.3), deshalb
sei er hier etwas verkiirzt dargestellt. Nach dem vorhergehenden Lemma gilt

(E(e(e(ty)e*)sLee*(SLy)et\/?WLﬂa*,o(AL)U(y) =1,40 =1)

— B S (A (y) = 1, Ay = i))ee*yP(I(y) — 1|4y = i) — 0.
y—o0
Dividiert man durch E(e? 9r =%y, o(AL)|I(y) = 1, Ag = i) > 0 und wendet die Aussage
e VP(I(y) = 1|Ay = i) € [4,C] fiir geeignete 6,C > 0 aus Lemma 3.4.2 und der
Eingangsiiberlegung (s.0.) an, so ergibt sich

E(e0t)=07)51 o07( Se=v)e'V QWLWQ o(AL)|I(y) =1, Ag =) 1
% .
E(eg (SL—v) Mo+ 0 (AL)‘[( ) = 1,A0 = Z) Y—00

Analog zum iid-Fall erhélt man ferner mit Hilfe von Lemma 3.6.1 folgende Darstellung
von 0(t,) — 6*:
0 0" = r 0 !
(ty) — 0" = _@U + (ys/z)'

Setzt man diesen Term ein, so erhilt man aufgrund der Konvergenz
142, %

RN 6_2 v
Yy—oo

2
(L0 Y)S,

schlieklich die Aussage des Lemmas. m

Um zu der Aussage

Ty (y) *
lim E(VT TR UL () = 1, Ag = i) = 3™

Yy—oo

zu gelangen, benotigen wir nun ein Analogon fiir den Markov-Fall zur Proposition 2.5.4:

Proposition 3.6.4. (siehe [14], Lemma 4.3 und Lemma 4.4)

Es gelte E(X1) < 0 und es existiere ein endlicher Zyklus C = { Ay = i¢, ..., Ax = ix. = o},
derart dass P({min,,—1,_, > iy X; >0} NC) > 0.

Falls X1 unter Ay =1 und Ay = j keine Gitterverteilung besitzt, so gilt
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3.6. Beweis des zentralen Grenzwertsatzes Kapitel 3. Grenzwertsitze im Markov-Fall

(i) lim P(maXSk > y|Ag = 1)e?Y = e*mpeo(4) fiir ein e* mit 0 < e* < 00

Yy—oo

(i) lim P( max Sk > ylAg = 1)e?Y = (mg o(i) — E(? 7 mpe o(A,)|Ag = i))e* fiir ein

y—00
e* mzt0<e < 00.

Falls X1 unter Ay =1 und A1 = j eine Gitterverteilung der Spanne d besitzt, so gilt

(i) lim P(r}rclagcsk > nd|Ag = 1)e? " = e*Tpe (i) fiir ein e* mit 0 < e* < oo

n—oo

(i) lim P( Joax Sk > nd|Ag = 1)e? " = (e (1) — E(e¥ %7 e o(Ay)|Ag = i))e* fiir ein

n—oo

e* mit 0 < e* < oo.

Beweis. zu (i): Die Aussage ergibt sich als eine Anwendung der Markov-Erneuerungs-
theorie (siehe z.B. |3], Kapitel 10).

zu (ii): Es gilt:
P(ril%(sk > ylAg=1i) = P(IilaXSk >y, max Sk > ylAyg = 1)
+ P(maXSk >y, max Sk < ylAy =1)

= P(max Sy > y|A0 = z)

0<k<o

+ Z/ maXSk >y —z|Ag = ])dKi(z) (2),

wobei K% (x) = P(A, = j, S, <z, max Sp < y|Ag = i)

7’7‘7

= P(S, < %021,?;(0& <ylAy =1, A; = j)P(A, = j| Ao = 1).

Somit erhilt man

— 1 9*y fd EY) G*y
P(lﬁlzag(Sk > y|lAp =i)e P(Omkax Sk > ylAg =i)e
+ E / maxSk>y—x]A0—j) h”dK(y( ).

Wendet man schlieflich die Aussage (i) dieser Proposition an, so ergibt sich mit
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K j(z) = P(S, < x|Ay =i, A, = j)P(A, = j|Ag = 1)

0%y . A .
;LIEOP(OIEI?X Sk > ylAg =1)e” ¥ = e"mpe Z/ € o+ 0 dK; ()
= (We* ' Zﬂe* NE(e" 57| Ay =i, Ay = 7)

P(AU = j‘AO = Z))
= e*(mpo(i) — BE(e” 5 mpe o(Ag)| A = 1)).

Falls X; unter Ag = ¢ und A; = j eine Gitterverteilung der Spanne d besitzt, so lasst
sich analog herleiten, dass

lim P( [nax Si > nd|Ag = i)’ " = (g o(i) — B % mge o(Ag)| Ag = i))e*

n—oo

]

Um diese Proposition anwenden zu kénnen, wurde bereits zu Anfang des Abschnitts
3.5 vorausgesetzt, dass X; unter Ag =1 und A; = j entweder eine Gitterverteilung der
Spanne d besitzt oder eine stetige Zufallsgrofen ist.

Fiir —a <0 < b seien L(—a,b) und I(—a,b) definiert durch

1 falls SL(fa,b) 2 b

L(—a,b) :=inf{k>1:5 —a,b)}, ie I(—a,b):= :
(~a,b) = inf {k > 1: S, ¢ (—a,b)}, sowie I(~a,) {0 a2

Lemma 3.6.5. Es sei Z~ die erste nichtpositive Partialsumme von (S,,) und o der erste
Index, bei dem der Prozess die positive Achse verlasst, d.h. o = inf {k > 1: S, <0} und
~ = S,. Ferner sei F;(y) die Verteilungsfunktion von Jnax Sk unter Ay = i, sowie

<k<o

M;(y) die Verteilungsfunktion von I£1>aé(5k unter Ag = i. Dann gilt fir alle i € Q):
(i)
lim E(e” 5D o(AL) 1(y) = 1, Ao = )

Yy—00
— o+ (1) — E(e” 7 mp- 0(As)|Ag = i) _ 1 fiir ein e*, 0 < e* < o0
lim e#*¥(1 — Fj(y)) e ’
Yy—00
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(ii)

lim E( "Sr-am ) T+, (AL )|I( ( >7y) = 17A0 = Z)
a%y)—?ooo
o+ 0(1) 1 s . .
= Tm (1 — Mi(y)) == fiir ein e, 0 < e* < oo, fir alle a(y).

Yy—oo

Fualls Xy unter Ay =i und Ay = j eine Gitterverteilung besitzt, so gelten die Aussagen
ebenso. Dabei sind y und a(y) Punkte des Gitterfeldes.

Beweis. Der Beweis verlduft analog zum iid-Fall. Deshalb sei er an dieser Stelle etwas
verkiirzt dargestellt, fiir ausfiihrlichere Begriindungen siehe Beweis zu Lemma 2.5.5.
zu (i): Nach Anwendung des Optional-Sampling-Theorems (vergleiche Lemma 3.4.1:
Eigenschaften der Markov-Ketten-Erweiterung des Waldmartingals) erhélt man, da
P(I(y) = 0]Ag = i) = Fi(y) :

1= (1— Fy(y)e v B(e G Mol oy g 40— g

7T9* (AO)
* T o* O(AL)
+ Fy(y)B(e” 9 ———=
) B e )
Multipliziert man auf beiden Seiten mit mp« (i) > 0 und stellt den Ausdruck um, so
erhalt man

lim E(e’ St o(AL)|I(y) = 1, Ag = 1)

Yy—oo

[1(y) =0, Ap = ).

i 0(0) = B B S e (A () = 0. 4y = i)
o (L= Fiy))
o 0(i) = B % o 9(Ao) g = i)
lim /(1 — Fi(y))
Yy—0o0

(da lim PEONW=0 — po 5 —inf {k > 1: 5, <0})

Yy—oo

1
= — (nach Proposition 3.6.4 (ii), da 1 — Fj(y) = P( max Sy > y|Ag = 1)).

e 0<k<o
zu (ii): Vollig analog zu (i) erhélt man

lim E(e” Cu-en Vg o(Ap o) (—aly),y) = 1, Ag = 9)
y—00
a(y)—oo

e 0(1) — M (y) E(e? Pri-am s my. (AL—aw) ) (=a(y),y) =0, Ay = 1)

= lim -

e e”v(1 = M;i(y))
_ o+ 0(i)

lim e?"¥(1 — M;(y))

y—00

(da SL(fa(y),y) S —a(y) unter [(_a(y)7y) = 07 7T9*,0<AL(fa(y),y)> S 1)

1
= — (nach Proposition 3.6.4 (i), da 1 — M;(y) = P(rilgchk > y|Ay =1)).
e >
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Fiir den Gittertyp lasst sich Proposition 3.6.4 analog anwenden mit y = nd, falls y und
a(y) Gitterpunkte sind. O

Im Folgenden benutzen wir folgende Bezeichnungen

Li(y) == E(etﬁWL(y) " L Wy, o (AL) I (y) = 1, Ag = i)
Biy) 1= (VT THe0 e Cui iy (4, E(y) = 1, Ag = ),

ferner sei a(y) = y — logy und y hinreichend grok, so dass logy > K (K derart, dass
| X;| < K).
Analog zum iid-Fall wird folgendes Lemma bendtigt:

Lemma 3.6.6. Fir allei € Q gilt:  lim T;(y) = lim Ty(y).

Yy—o Yy—o

Beweis. Auch hier sei der Beweis gegeniiber dem iid-Fall etwas kiirzer dargestellt, fiir
genauere Erklarungen siehe Beweis zu Lemma 2.5.6.

ITi(y) — Tiy)]
_ ‘E<€t\/“;7*WL<a<y>>7T9* o(Ar) et\/“;j(WL(w*WL(a(y») —1)e” (SLey— y)|[ =1,4, = z)‘

< G*KE< t\/iwL(a @) 14 O(AL)( [t] u*K’(L(y) L(a(y))) ‘] — 1, Ay = Z)
(3.24)
Wir betrachten nun die o-Algebra
S = O'(Sl, ceey SL(a(y)), Wl, ceey WL(a(y))y AO, ceey AL(a(y)); L(a(y)), ](y) = 1).

Ferner bezeichne G,; die Verteilungsfunktion von S,y unter I(y) = 1 und Ay = 1,
d.h.

Gyi(§) = P(Si(awy) < €(y) =1, Ay =i).
Mit diesen Bezeichnungen gilt

E( /oW LeW) . o (Ap) (etl <P K (L(y)~L{aw)) _ 1) ‘ I(y) =1, Ay — l)
( W Witet . (AL E (eu TR L) _ 3) 1) = 1.4 = Z)
E(efrwua(w)m* (Ar)

/a(y |t\\FK’ —£y—¢) 1‘] - y—&=1A4 = )de,i(S)‘I(y) _ 1,140:@).
(3.25)

=F
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Sei nun
Dz(y) = sup E(elt‘ CKL(=6y—8) 1|I<—§,y _ 5) =1,A = Z)
a(y)<é<a(y)+K

Damit erhélt man nun mit (3.24) und (3.25) folgende Abschétzung:

ITi(y) — Ti(y)| < eg*KDi(y)E(et\/W?WL(““‘”M*,O(AL)]I(y) =1,A0=1)
< " Di(y)Ti(y).
Es bleibt also zu zeigen, dass D;(y) fiir y — oo gegen 0 konvergiert.
Die Zufallsgrofe D;(y) aus dem Markov-Fall unterscheidet sich nur in der Bedingung
Ay =i von der Zufallsgrofe D(y) aus dem iid-Fall. Falls also Q)¢ ,,; die Verteilungsfunk-

tion von L(—¢&,y — &) unter I(—§,y — &) = 1 und Ay = i bezeichnet, ldsst sich vollig
analog zum iid-Fall herleiten, dass

Dily) < MNVITEY L (/ e|t\/?K,de§vy,i<fE)> - L
a(y)<e<a(y)+K \Jyl/4

Da (elfV< K=" _ 1y — 0, bleibt zu zeigen, dass

y—00
sup (/ (e't\/?K/I)dQ§7y7i(x)) — 0.
a(y)<é<a(y)+K \Jyl/4 y—oo

Genau wie im iid-Fall gelten ferner - hier fiir jeden Wert von Ay - folgende Teilmengen-
beziehungen:

{(L(-&y—-9 >z I(-§y—& =1} |J{S. >0}

n>z
{Hly- =1 c{l(=§y -8 =1}

und somit erhdlt man analog zum Beweis von Lemma 2.5.6:

2 n—s P(Sn = 0] A9 = 1)

P(I(y —¢§) =1[Ag =)

Nach Lemma 3.4.2 gilt P(I(y — &) = 1|Ag = i) > 6e =9 fiir ein § > 0, ferner

existieren nach Ney und Nummelin (siehe [17], Theorem 5.3) Konstanten ¢ und b, so

dass P(22 > 0|Ag = i) < ce™™".
Also erhilt man wie im iid-Fall, hier mit C; :=

mfe%):
0 —bx
1 - Q&y,i(x) < Cly € :

Mit Hilfe dieser Abschidtzung kann man analog zum iid-Fall mittels partieller Integra-
tion zeigen, dass fiir geniigend grofes y und fiir eine geeignete Konstante C3 folgende
Abschétzung erfiillt ist:

oo e
/ NS 4Qe ,i(2) < CoeB ",
)

1/4
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Es ergibt sich also schliefllich
Di(y) = sup (/ (etlﬁmx)d@&y(x)) < CyesWt
a(y)<é<a(y)+K \Jyl/4

und somit folgt die gewiinschte Aussage

ITi(y) — fz(y)‘ — 0.

Yy—00

Nun kénnen wir eine zu Lemma 2.5.7 analoge Aussage beweisen.

Lemma 3.6.7. Sei u* = 0. Dann gilt fiir alle 1 € Q und fiir alle t € R:

w* Tv(y) *
lim B(eVT SRR U L () = 1, Ag = i) = e3®

Yy—oo

wobei v* = 55(6%,0) = > i E(UTe” [ Ag = i, Ay = j)mge (7)1 ().

)

Beweis. Die o-Algebra S sei wie im vorhergehenden Beweis durch
S = U(Sl, ceny SL(a(y)), Wl, ceny WL(a(y))7 AO, ceny AL(a(y)), L(a(y)), ](y) = 1)

gegeben. Ferner bezeichne H,; die gemeinsame Verteilungsfunktion von Sp () und
ALy unter I(y) =1, Ay =1, d.h.

Hyi(§,7) = P(Sia) <& Ay < Jl(y) =1, Ao = 4).
Analog zum iid-Fall erhalten wir
Fl(y) _ tEWL(a(y))We* (AL) 9*(SL7y)‘[( ) =1 AO = 'l)
<t\/7WL(a(y))E Lyﬂe* (AL)H*SL y,g‘[ _1A0—’L>
a(y)+K
- E( L<a<y>>Z/ " Bren-0" 0 N ((AL—eys)
1(~&y— &) =1, Ao = f)AH, (€, )| 1) =1, 40 = ).

Nach Lemma 3.6.5 (ii) gilt nun, dass der Integrand fiir alle a(y) < £ < a(y) + K gegen
ei* konvergiert (beim Gittertyp gilt eine entsprechende Aussage, das Integral entspricht
dann einer Summe).
Daher gilt fiir alle i:

lim T5(y) = — lim B(eV5 Ve | 1(y) = 1, Ag = i),

y—00 e* y—oo
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Nach Lemma 3.6.6 gilt also auch fiir alle ¢:

lim T;(y) = — lim E(e WWLU — 1,40 = i).

y—00 e* y—oo

Da ferner nach Lemma 3.6.3

].lm ]‘—‘Z(y) _ e%tQ,U*
yoe B(e G (AL () = 1, Ay = 1)
und nach Lemma 3.6.5 (i)
. 1
lim E(e” r g o(Ap)|I(y) = 1, Ag = i) = —
Yy—oo e

gilt, folgt
lim E(e'V WTWLH(y) =1,A=1) = e2t™",
y—00

O

Jetzt steht alles zur Verfiigung, um den zentralen Grenzwertsatz dieses Kapitels zu
beweisen. Die Vorgehensweise entspricht dabei genau derjenigen des iid-Falls.

Beweis von Theorem 3.5.1. Analog zum iid-Fall erhalten wir mit Hilfe von Lemma 3.6.7
und dem Stetigkeitssatz fiir Laplace-Transformierte (siehe Proposition 2.5.8), dass, falls
u* = 0, fiir jeden Wert von Ay unter I,,(y) = 1 gilt:

Tl,(y)
1/ Uk —>N(0 v*)  mit (3.26)
k= KV 1+1

vt = ZpijE(Ufee*X1|Ao =i, A1 = J)me 0(j) Ve 0(7)-
)

Um die Aussage nun auch fiir den mehrdimensionalen Fall zu beweisen, betrachten wir
die Zufallsvektoren Uy, Uy, ... aus dem Theorem. z = (21, ..., 2,,) sei ein reeller Vektor
mit |z| = 1.
Wihle nun U; = (z,U; —u*) = > 7" | 2z (Ui — uj), 1 €N
Dann ist ¢ hier durch ((0,t) = log p(0,t) gegeben, wobei p(0,t) der Spektralradius der
Matrix Py = (p;; E(e?X 111 =U1=vD Ay = i Ay = §)); jeqr,..y ist. Somit gilt
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d .
w* dg(e* pr (X" XA = i, Ay = J)7o- 0(5)o- 0(i)

ut = me (Z 2n(Uge — ul)e? X1 Ag = i, 44 _]> ov 0(7) - 0(4)
- sz<2p,] Ue® X1 | Ag = i, Ay = J)79.0(j) g+ 0(4)
DB A =i A = )00 ()¥-0(3))
=) z(up — upp(67,0)) =0 (da p(6%,0) = 1).

k

Mit (3.26) erhalten wir daher fiir jeden Wert von A

A / —u*) — N(0,v*) unter I,(y) =1
k= Kl/ 1+1 (V)

vt =Y pyBE(z,Un — w1 Ag = i, Ay = j)mo 0(j) o (i)

mit

Mit dem Satz von Crameér-Wold (siehe Proposition 2.5.9) folgt schlieflich die gewiinsch-
te Aussage:
Fiir jeden Wert von Ay gilt unter I, (y) = 1

- D)
Ve Y Wi-w) N
Y ek 41 V)

mit X = (Ukl>k,l€{1 m}s wobei

-----

on =Y pyBE(Uy — w)i(Us —u*)e” 1| Ag = i, Ay = j)mg-0(j) o o(0)-

3.7 Anwendungen

Wie auch im iid-Fall (siehe Abschnitt 2.6) lassen sich die Resultate dieses Kapitels
zum Vergleich zweier oder mehrerer DNA- bzw. Proteinsequenzen anwenden, um so
z.B. AufschluR iiber den Verwandtschafts- bzw. Ahnlichkeitsgrad von Sequenzen zu
gewinnen.

Beim Markov-Modell gehen wir nun im Gegensatz zum iid-Fall allgemeiner davon aus,
dass Nucleotide bzw. einzelne Aminosiuren nicht unabhéngig voneinander auftreten,
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sondern dass sie jeweils vom vorhergehenden Nucleotid bzw. von der vorhergehenden
Aminosdure abhiangen. Im Blickfeld stehen also sogenannte Dinucleotide bzw. zwei auf-
einanderfolgende Aminosduren. Dementsprechend wird beim Vergleich zweier Sequen-
zen das mathematische Modell komplizierter - so ersetzen wir beispielsweise p; durch
Pa,pPl, s (miteinander multiplizierte Dinucleotidwahrscheinlichkeiten in den jeweiligen
Sequenzen) und ¢; durch ¢, g5 (Dinucleotidaustauschwahrscheinlichkeit). Dennoch las-
sen sich die Theoreme vollig analog anwenden, so dass fiir den biologischen Bezug auf
die Abschnitte 2.6.1 und 2.6.2 verwiesen sei. Stattdessen sei an dieser Stelle ein Beispiel
angefiihrt, bei welchem man Sequenzen betrachtet, die Fintrige aus einem Alphabet
mit nur zwei Buchstaben enthalten.

3.7.1 Sequenzen aus zwei Buchstaben

Gegeben sei eine Sequenz (oder ein Sequenzenpaar), deren Elemente nur zwei Zustan-
de annehmen konnen, d.h. = {0,1}, dabei héinge jeder Buchstabe vom vorherigen
ab, es liege also eine Markov-Kette vor. Jeweils zwei aufeinanderfolgenden Buchsta-
ben wird ein Score der Form s,3 = 1 oder —1 zugeordnet, d.h. gegeben sei eine
Zufallsgroke X; : Q% — {—1,1}, deren Werte von Ay und A; abhingen, sowie die
Ubergangswahrscheinlichkeits-Matrix

( « 1—@)
1-5 B )’
mlta:pOOZP(A1:0|A0:0) undﬂ:pH:P(AlzlfAO:l).

Um Erwartungswerte ausrechnen zu konnen, benétigen wir die Startverteilung, also die
Verteilung von Ag. Dazu bestimmen wir zunichst P(A; = 0) :

P(A; =0) = P(A; =0,Ay = 0) + P(A; = 0, A = 1)
(Ao = 0)a + P(Ayg = 1)(1 - B)
(Ao =0)(a = (1= 3)) + (1= B).

P
P

Damit erhalt man auch
P(A;=0)= P(A = 0)(a—(1-05))+(1-73)
=P(A=0)(a—(1-8)+(1=B)(a—=(1-5)+(1~-7)

1

=P(A=0)(a—(1-0)"+1-8)) (a—(1-0).

Induktiv folgt weiterhin fiir alle n € N: _
P(4,=0) = P4y =)o — (1= )" + (1= )Y o~ (1 )
= Pldy=0)(a— (1= )" + (1= )T ==

(endliche geometrische Reihe)
1-p

_ a — o n _ . 1-p
- i e =) (P(Ao 0) )
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3.7. Anwendungen Kapitel 3. Grenzwertsétze im Markov-Fall

Wir méchten aber nun, dass P(A, = 0) nicht von n abhingt, daher erhalten wir:

1-p
(1—a)+(1-5)

Scorezuteilungen kénnen nun auf drei Weisen erfolgen:

(i) X, hingt nur von einem Zustand ab, also z.B. X; = (—1)4, d.h. sg; = 811 = —1
und si9 = so0 = 1; falls E(Xy1) = 3=, .1y P(Ao = 9)pi;si; < 0 gelten soll, folgt
8 > «, denn:

0 > P(Ay = 0)(soopoo + So1po1) + (1 — P(Ao = 0))(s10p10 + S11P11)
= P(Ay = 0)(s00poo + So1Po1 — S10P10 — S11P11) + S10P10 + S11P11

(1—()41)—1—?1 5)(a_(1_a)_(1_5)+ﬁ)‘l'(l_ﬁ)_ﬁ

(Lﬂﬁ+i ﬁ%%ﬁﬂﬁ—%+l—m1

was dquivalent ist zu
0>1-0)2a+26-2)+(1-26)((1—a)+(1-0)
=2a+28—-2—-2aB—-2024+20+1—a+1—05—28+2a83— 26+ 25>
=a =0

(ii) X, misst Ubergéinge von einem Zustand in den anderen, also z.B. X; = (—1)40+41,
d.h. s91 = s10 = —1 und sgg = s11 = 1; falls E(X;) < 0 muss also gelten

1-3
O>(1_Oé)_'_(l_ﬁ>(a_(1_0‘)+(1_ﬁ)_5)_(1_5)+ﬁ
R Y .

S araopte L

dies ist dquivalent zu

0> (1-4)(2a—26)+ (26— (1 —a)+ (1 -3))
= 30+ 36 — 4afB — 2,

was sich umformen lasst zu
2—-2a—20+42af >a—2a8+p
und was wiederum dquivalent ist zu

20 —a)(1=0)>a(l =)+ B(1—a) bzw.




3.7. Anwendungen Kapitel 3. Grenzwertsétze im Markov-Fall

(iii) X, misst die Liinge von Runs desselben Zustandes, also z.B. X; = (—1)s (o410
d.h. sgo = 1 und s¢; = s10 = s11 = —1; falls F(X;) < 0 muss also gelten
0> ——— 0 (a—(l—a)+(1-B)+A) - (1—B) -5
(1-a)+(1-5)
1-p
= 20 — 1,
(I-a)+(1-0)

also
0>(1=p8)2a—((1—a)+(1—0))=3a+0—2a8-2,

was Aquivalent ist zu
20l—a)1—-p)>a—-F=a(l-0F)—pF(1—a) bzw.

o 6
l—a 1-0

2>

Um nun in der Praxis verwertbare Aussagen aus den starken Grenzwertsétzen (sie-
he Abschnitt 3.3) zu gewinnen, ist es erforderlich die Parameter w* und u* genauer
zu bestimmen. Dazu wiederum bendétigt man die eindeutig bestimmte Losung 6* der
Gleichung p(f) = 1, wobei p(#) den Spektralradius der Matrix

Py = (pi E("*"| Ay =i, A1 = )i j=01 = (pij€”™)i jetony

bezeichnet.
Die zu den obigen drei Kategorien gehorigen Matrizen Fy sind hier also durch

0 7= (o e 507
7= (0 1)

(iii) YY) = ((1 _O“Zg)ee ! ;eaze_e)'

gegeben. Nun miissen aber alle drei Ubergangsmatrizen die Gestalt < v 1= 7)

1—90 9
haben. Dabei gilt 1 =~y 40 —v0 + (1 —v)(1 —9).
Sei nun ¢ := ¢’. Bestimmt werden sollen also die Lésungen £* = ¢ der folgenden drei
Gleichungen

L=+ —affe + (1- ) (1= B =ag + B +1— (a+ B) fir AV
1=+ 6 —afe+(1—a)(1—p)¢? fir P
l=at+ 0" —af+(1—a)1—B)E2 fiir P

Die erste Gleichung hat die Losung € = 1, welche irrelevant ist, denn ¢* = ¢/ = 1
ergibe die Losung 0* = 0 (aber gesucht wird die eindeutig bestimmte positive Losung
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3.7. Anwendungen Kapitel 3. Grenzwertsétze im Markov-Fall

von p(6*) = 1), sowie die erforderliche Losung &* = g Somit ergibt sich, dass die
Ubergangsmatrix, mit Hilfe derer man die Werte w* und «* bestimmen kann, folgende

Gestalt hat: 8 P
1 _ 1—
by = (1 —a o« ) '

Die zweite Gleichung lasst sich mittels einiger Umformungen auf die Form

5(5—1)(§—1>+ —S ) ) =0
“ p 6 6

bringen, wobei & = é—l und B = %—1. Die Gleichung hat vier Losungen, namlich £ = 1,
eine negative Losung (beide sind irrelevant, da 6* = 0 als triviale Losung uninteressant
ist (s.0.) und da &* < 0 im Widerspruch zu £* = €’ stiinde) und zwei positive Losungen.
Die groRere der beiden positiven Losungen liegt im Intervall (max (d&, §) + 1, +o0), fiir
diese erhilt man allerdings, dass entweder ae’ > 1 oder Be? > 1 gelten muss. Es
kommt also nur noch die kleinere der beiden positiven Losungen in Frage. Diese liegt

im Intervall (min (&, (), \/@3) und ergibt die korrekte Matrix

2 o 1-¢&a
Fo ‘(1—5*5 &5 )

Die dritte Gleichung hat drei Losungen, namlich £ = 1, eine negative Losung (beide
sind wieder irrelevant) und eine relevante Losung

t=L—atap+ VIl—atap? el —a)1_0).

2a
3 fa 1-E&a
Pe( )= (1 _ B B )
& £
liefert, mit Hilfe derer die Grofen aus den starken Grenzwertsitzen w* und u* bestimm-
bar sind.

welche die Matrix
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Ausblick

Ein néchster Schritt unser Modell zu verallgemeinern, bestiinde nun darin, davon aus-
zugehen, dass ein Nucleotid (bzw. eine Aminoséure) nicht nur vom Vorgénger, sondern
von m vorhergehenden Nucleotiden abhéngt und erst vom (m + 1)ten vorhergehenden
Nucleotid unabhéngig ist.

Mathematisch liegt dann eine Markov-Kette der Ordnung m vor.

Gegeben sei also eine homogene Markov-Kette (A, _11)nen, der Ordnung m mit endli-
chem Zustandsraum = {1,...,7} und Anfangsverteilung PA-m+1-A-m+2.--40) " h. fiir
alle n > 0 und alle ¢_,,11, ..., %0, 01, .., Iny1 € §2 gelte

P(An+1 = in+1’A—m+1 = i—m+17 sy AO = iOa Al = ila ceey An = Zn)
— P(An+1 - in+1‘An,m+1 — Z.n,m+1, ceey An — Zn) P—f.s.7
wobei diese Wahrscheinlichkeit nicht von n abhéngt.

(Unsere Markov-Kette aus Kapitel 3 ist somit eine Markov-Kette der Ordnung 1.)

Formal erhalten wir hier in diesem Modell eine Markov-Kette der Ordnung 1, indem
wir

Bn = (ATL—m+17 "‘7An)7 ne NO

setzen, denn mit dieser Bezeichnung gilt

s
o

o = (inmsts oonrin)| Bo = (it s 0)s s Bt = (inems e in_1))
= P(Api1 = inmits oo An = i At = ity ooy A1 = in1)
= P(Api1 = ity oo An = in] Aneon = inoms ooy Apt = in_1)

= P(By = (inemstsoorin)| Buct = (inoys oevsin1))-

(Bn)nen, ist also eine Markov-Kette der Ordnung 1 mit Zustandsraum Q™ und Uber-
gangswahrscheinlichkeiten

) Pinjm falls ip 1 = g5 firalle 1 <k <m—1
Pliiim) Gvegm) = 0 sonst .

Fiir die Scorezuteilungen betrachten wir wieder die Folge (X,,)nen oder allgemeiner die
Folge (X, Uy)nen, um die Zusammensetzung hochscoriger Sequenzsegmente zu unter-
suchen (mit U, = [4(X,,)). Da die Buchstaben in der Sequenz von je m vorhergehen-
den Buchstaben abhéingen sollen, ordnen wir nun also (m + 1)-Tupeln einen Scorewert
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zu. Die Verteilung von (X, U,) hingt also von A, ,,,..., A, oder anders gesagt von
Bn1=(An—m,.., An—1) und B, = (An—mt1, -, Ay) ab.

Wir haben nun also die gleiche Ausgangssituation wie in Kapitel 3 mit der Ausnahme,
dass der Zustandsraum hier m-dimensional ist (2™ statt Q) und wir formal A, durch
B,, ersetzen.

Diese Uberlegungen konnten bei der Verallgemeinerung der Grenzwertsétze auf den Fall,
bei welchem eine Markov-Kette der Ordnung m vorliegt, behilflich sein. Es ist sogar zu
vermuten, dass die Beweise der starken Grenzwertsétze (siche Abschnitt 3.4) eins zu eins
tibertragbar sind (indem man A,, durch B,, ersetzt und Q durch Q™). Dahingegen wiirde
der Beweis des zentralen Grenzwertsatzes (siche Abschnitt 3.6) weitere Untersuchungen
erfordern, da beispielsweise die Voraussetzung p;; > 0 fiir alle ¢, j, welche wir bisher
zum Beweis des zentralen Grenzwertsatzes bendtigt hatten, in diesem Fall nicht gestellt
werden kann, da nach Definition der Uberganswahrscheinlichkeiten bei Zustandsraum
Q™ (siehe oben) immer ¢, j € Q™ existieren mit p;; > 0.

Eine genauere Untersuchung der Giiltigkeit der Grenzwertséitze bei Vorliegen einer
Markov-Kette der Ordnung m wiirde jedoch den Rahmen dieser Diplomarbeit sprengen,
deshalb seien diese Uberlegungen lediglich als ein Ausblick formuliert.
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